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مقدمة المترجمين 


وقع اختيارنا على ترجمة هذا الكتاب لعدة أسباب أهمها أن هذا الكتاب يجمع بين 
توغ رة التفقير.ونظرية التعمية وها ال توعان اللا تقوم رها 
مقرر تطبيقات الحبر لطلاب قسم الرياضيات » ولذا فهو يخدم البدف الذي نسعى إليه 
وهو توفير مادة علمية باللغة العربية لبذين الموضوعين لتكون في متناول الطالب. وما 
يميز هذا الكتاب هو شرح مادة الرياضيات اللازمة لفهم المواضيع في المكان المناسب 
وبدون تعمق حيث يتطرق فقط إلى المفاهيم التي يحتاج إليها دون الخوض في براهين 
رياضية صعبة» وهذه الميزة تجمل هذا الكتاب مناسبا لطلبة البندسة والحاسب الكلى 
بالإضافة إلى طلاب الرياضيات. 

أثناء ترجمتنا لبذا الكتاب قمنا بتصحيح بعض الأخطاء المطبعية التى تمكنا من 
اكتشافها والتى لا يكاد يخلو منها أي كتاب. قمنا أيضا بوضع بعض التفاصيل للمادة 
العلمية وأضفنا بعض البراهين التي نعتقد ضرورة وجودها وقد تم ذلك دون الإخلال 
بتسلسل الادة العلمية. 

اعتمدنا في ترجمة المصطلحات العلمية على قاموس العلوم الرياضية الذي 


شارك المترجمان في إعداده والصادر عن منشورات جامعة الملك سعود وهو مبني على 


1 يقلي فيك ا مث ر هين 


المعجمين الصادرين عن مكتب تنسيق التعريب بالرباط ومعجم الرياضيات الصادر عن 
مؤسسة الكويت للتقدم العلمي » واجتهدنا بترجمة المصطلحات التي لم ترد في أي من 
هذه المعاجم الثلاثة. 

ونود أن نشكر مركز الترجمة بجامعة الملك سعود على موافقته على ترجمة هذا 
الكتاب الذى نأمل أن يكون إضافة مغيدة إلى المكتبة العربية. والله من وراء القصد. 
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نقدم شكرنا العميق لألفريد مينيزس على اقتراحاته المفصلة ومراجعاته العديدة للفصول 
من العاشر إلى الثاني عشر. كان من الممكن أن يحتوي هذا الكتاب على أخطاء أكثر وأن 
يكون سرد المادة أسوأ لولا ارشاداته الجمة لنا. كما نود أن نقدم شكرنا لسيلدا 
كيوسيكسفي على مراجعتها واقتراحاتها وتصحيحها لبعض الأخطاء. أما روزي توربرت 
فقد ساهمت مساهمة غير عادية بإنجاز أصول الطبعة الأولى من هذا الكتاب. 

إن صبرها وشجاعتها على تحمل الأعباء الناتجة عن المراجعات الكثيرة يضعها 
في مصاف القديسين. كما نقدم شكرنا وتقديرنا لبيذر كونر على العمل الرائع التي 
قامت به أثناء التحضير للطبعة الثانية. ونخص بالشكر مصممة الغلاف سندى أوترسون 
كما نقدر لہا عملها معنا في العديد من المشاريع. 


المؤلفون 
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Preface 


البدف من هذا الكتاب المنقح والمحدّث من الطبعة الأولى هو تدريس نظرية التشفير 
والتعمية بأسلوب رياضي معقول لطلبة البندسة وعلوم الحاسب والرياضيات. يختلف 
هذا الكتاب عن معظم كتب التشفير والتعمية الأخرى بنقطتين مهمتين هما "في الوقت 
المناسب وإهمال التعميمات الرياضية غير المهمة. 

إن فلسفة في الوقت المناسب مبنية على تقديم مادة الرياضيات اللازمة عند 
الحاجة إلى تطبيقهاء ولذاء فالكتاب لا يحتوى على ٠٠١‏ صفحة من الرياضيات (ليست 
ضرورة في معظمها) ومن ثم ٠٠١‏ صفحة أخرى من التشفير والتعمية. وبهذا فإن شكل 
الكتاب هو على النحو التالي : رياضيات» تطبيقات» رياضيات» تطبيقات وهكذا. إن 
تجنب التعميمات الرياضية يعني على سبيل المثال » أنه ليس من الضروري وصف الشفرة 
الدورية على أنها مثالي رئيس. وبهذا فلقد أهملنا في العموم الخوض في التعميمات 
الرياضية والمفاهيم التي تستخدم عادة لتدريس المقرر لطلاب الرياضيات فقط. 

استخدم الجزء الأول من هذا الكتاب (الفصول من الأول إلى التاسع) لتدريس 
نظرية التشفير في فصلين متتاليين في جامعة أوبرن حيث كان المتطلب الوحيد أن يكون 


ل تمهيد 


لدى الطالب معلومات بدائية في الجبر الخطي. وبالطبع كلما كانت معلومات الطالب في 
الجبر الخطي وال حبر امجرد أكثر يكون استيعابه أفضل ومن ثم يحتاج إلى وقت أقصر 
لتغطية المادة اللأولية. 

يركز جزء نظرية التشفير من هذا الكتاب على إنشاء الشفرات الثنائية والشفرات 
على حقل ميزه 2» كما يُركز على عمليتي التشفير وفك التشفير (تصويب الأخطاء) 
لعائلة من الشفرات المهمة. وعائلة الشغرات المختارة ذات أهمية خاصة للمهندسين 
ومتخصصي علوم الحاسب مثل شفرات ريد وسولومن وشفرات التلاف المستخدمة في 
اتصالات الفضاء وإلكترونيات المستهلك » ويعكس هذا الخيار المدى الواسع لخوارزميات 
الي وفك الي 

أما الجزء الثاني من هذا الكتاب (الفصول من العاشر إلى الثاني عشر) فتبلورت 
فک يعد دروا شزرا بدانا لصيل واحد ق نظرية الحا لطاب جافعة رة 
حيث الطلاب المسجلون في هذا المقرر هم خليط من طلاب مرحلة البكالوريوس 
وطلاب الدراسات العليا من تخصصات علوم الحاسب» البندسة» الرياضيات » التربية 
حيث إن المعرفة الرياضية لبعضهم تقتصر على مقرر بدائى في الجبر أو نظرية الأعداد: 
ويعتبر ذلك كافيا لتقديم مقرر معقول في علم التعمية. في الحقيقة إن معظم المادة 
العلمية في هذا المقرر تحتاج فقط إلى النتائج الأساسية للأعداد الصحيحة قياس 7 
(وهذه مقدمة في الفصل الحادي عشر). إن هدفنا الأساسي هو كتابة مقرر مختصر وتام 
لقدمة في التعمية الحديثة مع التركيز على طرائق التعمية ذات المفتاح المعلن. في الفصل 
الثاني عشر قمنا بتغطية المواضيع الرئيسة في بنود قصيرة نسبيا وتركنا بعض الموضوعات 
للتمارين (تحتوي هذه التمارين على بعض التفاصيل والمراجع). 


تمهيد 1 


بوجه عام » نستطيع القول إن اهتمام نظرتي التعمية والتشفير هو نقل المعلومات 
إلكترونياء مع مراعاة السريّة في الأولى والموثوقية في الثانية ومع اعترافنا بأن معظم 
الخطط الدراسية لا يتسع فيها امجال لتخصيص مقررات منفصلة لكل منها فإن هذا 
الكتاب يتيح تدريس الفصول من الأول إلى الرابع ومن ثم الفصلين الخامس والسادس 
أو الفصلين السابع والثامن لمقرر واحد في نظرية التشفير. من الممكن ا تدريس 
الفصول من العاشر إلى الثاني عشر لمقرر في نظرية التعمية. كما أنه من الممكن تدريس 
الفصول الأول والثاني والثالث والعاشر والثاني عشر مع بعض موضوعات الفصل 
الحادي عشر لمقرر في التشفير والتعمية. 

وأخيرا فالمؤلفون سيكونون متنين لأي ملحوظات يقدمها لبم مستخدمو هذا 
الكتاب على العنوان الإلكتروني : نالع تصتاطانة © 1عععل0ه:. 
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الملحق (1): خوارزمية اقليدس E SRS aA:‏ 00 
الملحق (ب): تحليل ”نه +1 N A DS‏ 
الملحق (ج): مثال على تشفير قرص مدمح ... n‏ 
الملحق (د): حلول لتمارين ختارة .. 00000 1 0 00 ا 
المراجع مسي جه و و ل عع وسو ل لدع لود ب ل ل N‏ 
ثبت المصطلحات ال 1414121 E‏ 
اولا: عربي - إنجليزي و ا DV‏ 
ثانياً: إنجليزي - عربي. 00 


نەن (لزون 


مقدمة في نظرية التشفير 


Introduction to Coding Theory 


)١,١(‏ مقدمة 

Introduction 
نظرية التشفير (أو الترميز) هي دراسة طرائق النقل الفعال والدقيق للمعلومات من‎ 
مكان إلى آخر. تم تطوير هذه النظرية لتغطية تطبيقات متنوعة مثل خفض التشويش في‎ 
التسجيل على الأقراص المدمجة إلى الحد الأدنى» عملية إرسال المعلومات المالية عبر‎ 
خطوط الباتف» عملية نقل البيانات من جهاز حاسب لآخر أو من الذاكرة إلى المعالح‎ 
المركزى» إرسال المعلومات من مصادر بعيدة مثل الأقمار الصناعية الجوية أو أقمار‎ 
الاتصالات الصناعية أو مركبة فضائية تستخدم لإرسال صور من كوكبي المشتري‎ 
وزحل إلى الكرة الأرضية.‎ 

57 الوسط المادي الذي يتم نقل المعلو مات بواسطتهء قناة اتصال أو قناة 
(اعمسهط©). خطوط الباتف والغلاف الجوي مثالان على القناة. يسمى الإزعاج غير 
المرغوب فيه الذى ينتج عنه اختالاف بين المعلومات المرسلة والمعلومات المستقيلة؛ 
العشويش (ءءاه١).‏ إن مسببات التشويش عديدة مثل : 5 الشمس (بقع داكنة تبدو 
بين فترة وأخرى على سطح الشمس»» البرق؛ انحناءات في شريط مغناطيسي» أمطار» 


۲ نظرية التشفير والتعمية 
تداخلات في خطوط الباتف؛ إزعاج عشوائي في المذياع : أخطاء مطبعية » ضعف في 
السمع » عدم وضوح في الكلام وأمثلة أخرى كثيرة. 

ينصب اهتمام نظرية التشفير على مسألة اكتشاف وتصويب أخطاء الارسال 
الناتجة عن التشويش في قناة الاتصال. المخطط التالى يقدم لنا فكرة عامة عن ماهية 
نظام إرسال معلومات. 





إن أهم جزء من هذا المخطط بالنسبة لنا هو التشويش ؛ لأنه بغياب التشويش 
تكون نظرية التشفير عديمة الفائدة. 

في التطبيق العملي يكون بمقدورنا تقليل التشويش عند اختيارنا لقناة اتصال 
مناسبة لنقل المعلومات واستخدام مرشحات تشويش مختلفة لمقاومة بعض أنغماط 
التدخلات التي يمكن أن تقابلنا وهذا من مهام المهندسين. وبمجرد الاتفاق على اختيار 
أفضل نظام ميكانيكي لحل هذه المسائل نستطيع التركيز على إنشاء المشفر وفاكك 
التشفير 26005 & :1200006) وتكون رغبتنا في هذا الإنشاء تحقيق ما يلي : 

(0) سرعة تشفير المعلومات. 

(۳) سهولة ثقل الرسائل المشفرة: 

(۳) سرعة فلك تشفير الرسائل المستقبلة. 

)٤(‏ تصويب الأخطاء الناتجة عن التشويش. 

(0) القدرة على نقل معلومات بحد أقصى لكل وحدة زمن. 


مقدمة في نظرية التشفير ۳ 
الخاصية )٤(‏ هى البدف الأساس لنظرية التشفيرء ولكن هذه الخاصية ليست متناغمة 
مع الخاصية الخامسة ومن الممكن أن لا تكون متناغمة مع باقي الخواص. ولذا لإيجاد 
حل فلا بد من المقايضة بين الأهداف الخمسة. 

نستخدم في اتصالاتنا اليومية كلمات سواء أكانت شفهية أم مكتوبة وهذه 
الكلمات مكونة من حروف هجائية محدودة. ولتبادل معلومات نقوم بتشفيرها إلى 
متتالية من الكلمات ومن ثم نتكلم هذه الكلمات أو نكتبها وبعد ذلك نرسلها عبر قناة 
اتصال وهي في العادة الفضاء من الفم إلى الأذن أو من القلم إلى الورقة ومن ثم إلى 
العين. أما التشويش فقد يتسبب من عدم وضوح في الكلام أو ضعف في السمع أو خطأ 
نحوي أو موسيقى عالية أو تداخل في الكلام أو خطأ في الإملاء أو خطأ في القراءة أو 
خطأ مطيعي. وأخيرا يكون فك التشفير هو قراءتنا (أو سماعنا) وفهمنا للرسالة 
المستقملة. ونتبجة لذلك نكون قد أنشأنا أدوات تتصويب الأخطاء دون أن تتعمد ذلك. 
فلنفرض أننا استقبلنا الرسالة اسع ۾ ۷ط 1 .لهسهم زمه" وهي تحذير مكتوب لعملية 
سطو مأخوذ من فيلم "احصل على النقود واهرب" لودي آلن (معلال و78:000). وا أن 
كلمات البجائية الا نجليزية ذات الطول الواحد والتي لها معنى هي كلمات محدودة 
فيكون من الواضح أن "مدع" ليست كلمة ذات معنى. وبهذا فإننا نفترض أن الكلمة 
المرسلة قريبة من الكلمة "طناع . ومن ثم فهي غاي الأرجح eut‏ أو gun‏ أو tub‏ 
وليست firetruck‏ أو 36 . ومن فحوى الرسالة فقط نرجح أن الكلمة هي gun‏ . أما 
الكلمة امم فهي كلمة ذات معنى (تعني ملائم) ولكنها لا تتلاءم مع فحوى الرسالة 
ومن ثم نرجح وقوع خطأ في الإرسال ونصوبها على أنها ':0ه". وإذا كنا متعلمين 
ومتقنين لقواعد اللغة فاننا نقوح بتصويب natural‏ لتكون naturally‏ على الرغم من 
أن الاحتمال الأكبر لذا الخطأ هو المصدر وليس التشويش في قناة الاتصال. سنتعامل 
فقط مع الأخطاء من النوع الأول. أي سنختار الكلمة التي على الأرجح قد تم إرسالها. 


: نظرية التشفر والتعمية 

إن الطريقة التقليدية المتبعة لتجنب الأخطاء هى تذييل الرسالة بمعلومات زائدة حيث 
عديد من الحهات تضيف 8 ااا إلى الأعداد المستخدمة للتعريف بالمنتج 
وتستخدم هله الإصافات لاختار صحة السانات أو أرقام المحسابات وهذده شی الطريقة 
الشائعة الاستخدام في عملية التشفير في الأعمال اليومية. الأفكار التى سنناقشها في هذا 


الكتاب هي أفكار مشابهة ولكنها أكثر تطورا. 


Basic Assumptions 


نقدم الآن بعض التعاريف والفرضيات الأساسية التي سنستخدمها في هذا الكتاب. 
في عديد من الحالات تستخدم المتتاليات الثنائية (حدودها مكونة من الرقمين 
0 و 1) لنقل المعلومات المزمع إرسالها. ولبذا يُسمى كل من الرقمين 0 أو 1 إحداثيا 
.(Digit)‏ الكلمة )W۵(‏ هي متتالية من الإا حدائيات. طول الكلمة (Length of Word)‏ 
هو عدد الاحداثيات المكونة للكلمة. فمثلا 1 كلمة طولبا سبعة. وتتم عملية 
تقل الكلمة بارسال الإحداثيات واحدة بعد لاخر عبر قناة „(Binary Channel) gil‏ 
وقناة ثنائية هنا تعنى أن الإحداثيين المستخدمين هنا هما 0 و 1 فقط. كل إحداثى من 
إحداثيات الكلمة يتم إرساله ميكانيكيا أو كهربائيا أو مغناطيسيا أو بأي وسيلة أخرى» 
را کات الوسيلة فاك کرد سلى شك نضات يسول قن ھا عن عضن (أى 
أن نبضة الإحداثي 0 مختلفة عن نبضة الإحداثي 1). 
تعرّف الشفرة الشنائية (»200© راد١81)‏ على أنها مجموعة ٤‏ من الكلمات. فمثلاء 
الشفرة المكونة من جميع الكلمات ذات الطول 2 هي : 
C = {00,10,01,11}‏ 
الشفرة القالبية (Block Code)‏ هي شهعرة أطوال مم كلماتها متساوية ويسمى 
هذا الطول الموحدء طول الشفرة of the Code)‏ طاعد»ع.1). سندرس في هذا الكتاب 


مقدمة في نظرية التشفير : 
الشفرات القالبية فقط ولبذا فعند قولنا شفرة نعي دائما أنها شغرة قالبية ثنائية. تُسمى 
الكلمات المكونة لشفرة معطاة 6. كلمات شفرة (77005 600©). سنرمز لعدد كلمات 
شهمرة ٤‏ بالرمز ||. 
تمارين 
(1١7,١)اكتب‏ جميع الكلمات ذات الطول 3 وجميع الكلمات ذات الطول 4 
وجميع الكلمات ذات الطول 5. 
(؟7,١)‏ جد صيغة لعدد الكلمات من الطول ^ 
)١7(‏ لتكن 6 الشفرة المكونة من جميع الكلمات ذوات الطول 6 بحيث تحتوي كل 
كلمة على عدد زوجي من الإحداثيات 1. اكتب كلمات الشفرة .٥‏ 

نحتاج أيضا لوضع بعض الفرضيات الأساسية على قناة الاتصالء هذه 
الفرضيات ستحدد الشكل الذي تقوم عليه نظرية التشفير. 

الفرضية الأولى هى افتراض أن كلمة الشفرة من الطول 7 مكونة من إحداثيات 0 
وإحداثيات 1 ويتم استقبالبا ككلمة طولها ” مكونة من إحداثيات 0 وإحداثيات 1 
والتي لا تكون بالضرورة الكلمة المرسلة نفسها. 

الفرضية الثانية هي سهولة تحديد بداية كل من الكلمات المرسلة. على سبيل 
الثال » عند استخدامنا لكلمات شفرة من الطول 3 واستقبالنا للمتتالية 011011001 
فتكون الكلمات المرسلة هي 111 على التوالي (تتم قراءة المتتالية من اليسار 
إلى اليمين): وهذا يعنى استحالة أن تكون القناة قد أرسلت المتتالية 01101100 إلى 
المستقبل ؛ لأن عدد الإحداثيات لا يقسم على 3. 

والفرضية الأخيرة هي أذ التشويقن جاتر عقوايا ولیس غلى: بتكل ميل 
تُدعى اندفاعات (5)وم8). إن هذا يعني أن احتمال تآئر إحداثي أثناء الإرسال يساوي 


احتمال تأثر أى إحدائى آخر ولا يتأثر بالأخطاء التى قد تكون حصلت لإحدائيات 


31 نظرية الت" ف وال 1 


مجاورة. هذه الفرضية ليست واقعية للعديد من أنماط التشويش مثل البرق أو خدوش 
الأقراص المدمجة. سنتعامل لاحقا مع مثل هذه الأغاط من التشويش. 

في حالة القناة المثالية (عدم وجود تشويش)ء يكون الإحداثي المرسل 0 أو 1 هو 
الإحداثي المستقبل. وبهذا إذا كانت جميع القنوات مثالية فلا حاجة لنا إلى نظرية 
التشفير. ولكن لحسن الحظ (أو ربما لسوء الحظ) جميع القنوات غير مثالية ومشوشة 
ولكن تشويش بعضها أقل من تشويش بعضها الآخر. أي أن بعضها أكثر موثوقية من 
بعضها الآخر. 

نقول إن القناة الثنائية متماثلة تع سسورة) إذا كانت الدقة في ارسال 0 و 1 
متساوية. أي أن احتمال استقبال الإحداثي الصحيح لا يعتمد على أى من الإحداثيين 
0 أو 1 قد يكون ا وتعرف موثوقية (واناذطوذا8) قناة ثنائية متماثلة (اختصارا 
0° على أنها عدد حقيقي م حيث 1 > م > 0 و ص هو احتمال أن يكون الإحداثي 
المرسل هو الإحدائي المستقبل (أي احتمال عدم حدوث خطأ في الإحداثي). 

ولبذا إذا كان م هو احتمال أن يكون الإحداثى المستقبل هو نفس الإحداثي 
المرسل فإن م -1 هو احتمال أن يكون الإحداثي المستقبل ليس هو الإحداثي المرسل. 
المخطط التالي يبين عمل القناة ©856 : 


في معظم الأحيان يكون من الصعب حساب الموثوقية ص بصورة دقيقة لقناة معطاة 
ولكن د لل مين جاتر مات على ا الف 


مقدمة في نظرية التشفير ۷ 

نقول إن قناة ما أكثر موثوقية من قناة أخرى إذا كانت موثوقيتها أعلى من 
موثوقية القناة الأخرى. لاحظ أن الحالة 1= م لا تهمنا؛ لأنه لا يوجد أخطاء في 
الإرسال ومن ثم فإن القناة مثالية. كما أن القنوات التي يكون فيها 0 = م ليست بذات 
أهمية. ينظ ا تحويل قناة تحقق < > م > 0 إلى قناة تحقق 1 > م > 2. ولبذا 
فإننا سنفترض دائماً أن قنوات 85€ الممتخدمة هي قنوات باحتمال م حيث 1 > 7 > -. 
(الحالة التي يكون فيها < = م هي فحوى التمرين .))١,7,5(‏ 
ارين 
٤(‏ ,۲ ,) بين لماذا تكون القناة ليست بذات أهمية عندما 0 = م. 
)٠,,(‏ بين كيفية تحويل قناة تحقق < > م > 0 إلى قناة تحقق 1 > م > -. 
)١,7,5(‏ ماذا يمكن القول عن قناة تحقق 2= م ؟ 


Correcting & Detecting Error Patterns 


ندرس الآن امكانية تصويب واكتشاف الأخطاء. ففي هذا البند نعالح مفهومي 
اقرب ان لاطا ا رو للنائكة الرراضة لكود لاح 

لنفرض أننا استقبلنا كلمة ووجدنا أنها ليست كلمة شفرة. عندئذ» يكون من 
الواضح أن خطأ ما قد حصل أثناء عملية الإرسال وبهذا نكون قد اكتشفنا خطأ (أو 
عدة أخطاء). أما إذا كانت الكلمة المستقبلة هى كلمة شفرة فتكون إمكانية عدم 
حصول أخطاء في الإرسال واردة ومن ثم لا نستطيع اكتشاف أي خطأ. أما مفهوم 
تصويب خطأ فيحتاج إلى المزيد من التمحيص. وكما بينا في المقدمة عند ميلنا لتصويب 
الكلمة "مدع إلى "مدع" وليس إلى ٠١‏ فحدسنا يقودنا إلى اقتراح تصويب كلمة مرسلة 
إلى كلمة شفرة بحيث تكون الأقرب إلى الكلمة المرسلة (أي تغيير أقل عدد ممكن من 


۸ نظرية التشفير والتعمية 
الإحداثيات). سنبين في بند لاحق أن احتمال أن تكون كلمة الشفرة هذه هي الكلمة 
التي تم إرسالبا لا يقل عن احتمال إرسال أي كلمة شفرة أخرى. سنوضح ذلك 
بدراسة بعض الأمثلة للشفرات مع ملاحظة افتراضنا عدم سقوط أو إضافة أي إحداثي 
أثناء الارسال. نمثلا : نفترض استحالة فك تشفير طدع إلى عاعنصاعمة . 
مثال )١ "١١‏ 

لتفزظنى. اث E E OOO‏ جميع الكلمات المستقبلة هي 
كلماث شفرة ومن ثم فإن ر6 لا تستطيع اكتشاف أي خطأ. كما أن 6 لا تصوواب أي 
أخطاء ؛ لأن جميع الكلمات المستقبلة هي كلمات شفرة ومن ثم لا تتطلب أي تغيير 
فيها. A‏ 
مثال )١ 7,7١‏ 

إذا كرّرنا كلا من كلمات الشفرة ب ثلاث مرات نحصل على الشفرة: 

C = {000000 ,010101,101010,111111[ 

هذا مثال على ما يسمى شفرة مكرّرة (00© «م)ناءم»1). لنفرض أننا استقبلنا الكلمة 
1 بربما أن هذه ليست كلمة شفرة» فلذا لا بد من وقوع خطأ واحد على الأقل 
أثناء عملية الإرسال. وبملاحظة أنه يمكن الحصول على كلمة الشفرة 010101 بتغيير 
إحداثي واحد فقط ولكن يتطلب الحصول على كلمات الشفرة الأخرى إلى تغيير أكثر 
من إحداثي واحد» فنرجح أن تكون كلمة الشفرة 010101 هى المرسلة وبهذا نصوب 
1 إلى 010101. (تسمى كلمة الشفرة التى نحصل عليها من كلمة س بتغيير أقل 
عدد من الإحداثيات»: كلمة الشفرة الأقرب Codeword)‏ 0105656)) وسنقوح لات 
بتعريفها بدقة أكثر). في الحقيقة» إذا تم إرسال أي كلمة شفرة 6602 ووقع خطأ واحد 
أثناء الإرسال فإن كلمة الشفرة الوحيدة الأقرب إلى الكلمة المستقبلة هي © نفسها ومن 
ثم فإن الشفرة ر٤‏ تصوّب خطأ واحد فقط. 4 


مقدمة في نظرية التشفير ۹ 
مثال 79,", )١‏ 
إذا أضفنا إحداثيا ثالثا لكل كلمة من كلمات الشفرة :6 بحيث يصبح عدد 
الإحداثيات 1 في كل من كلمات الشفرة زوجيا نحصل على الشفرة: 
}000,011,101,110{ = و6 
يسمى الإحدائي المضاف إحداثي اختبار النوعية (نD¡g‏ kءChe٣-Parity).‏ إذا استقبلنا 
الكلمة 010 وهي ليست كلمة شفرة يكون بإمكاننا اكتشاف وقوع خطأ في الإرسال 
ويمكن الحصول على كل من كلمات الشفرة 110 و 000 و 11 بتغيير إحداثي واحد في 
الكلمة المستقبلة. في البنود القادمة سنفرق بين تعاملنا مع الكلمات المستقبلة الأقرب إلى 
كلمة شفرة وحيدة (ومن ثم تكون كلمة الشفرة الوحيدة المرجح إرسالبا) كما هو 
الحال في المثال )١,,۲(‏ وبين الكلمات المستقبلة الأقرب إلى عديد من كلمات الشفرة 
كما هو الحال في هذا المثال. سنكتفي في هذه المرحلة بملاحظة أنه من الأنسب تصويب 
0 لتكون أى من 110: 000+ 011 ولكن ليس 101. 4 
تمارين 
)٠,۳,٤(‏ لتكن © شفرة جميع الكلمات ذات الطول 3. إذا استقبلنا الكلمة 001 فبين 
أي كلمة شفرة تكون قد أرسلت على الأرجح. 
)١*:8(‏ أضف إحداثي اختبار النوعية لكلمات الشفرة المقدمة في التمرين )١,7,5(‏ 
ومن ثم استخدم الشفرة © الناتجة عن ذلك للإجابة عن الأسئلة التالية : 
(أ) إذا استقبلنا الكلمة 1101 فهل بإمكاننا اكتشاف خطأ ؟ 
(ب) إذا استقبلنا الكلمة 1101 فما هي كلمة الشفرة التي تكون على الأرجح 
فل رساك ؟ 
(ج) هل توجد كلمة طولها 4 وليست كلمة شفرة بحيث تكون الأقرب إلى 
كلمة شفرة وحيدة ؟ 


5 نظرية التشفير والتعمية 


)١,۳,(‏ كرر كلا من كلمات الشفرة 6 المبينة في التمرين (5 ,۳ )١,‏ ثلاث مرات 
لتحصل على شفرة تكرار من الطول 9. جد كلمة الشفرة الأقرب إلى كل 


من الكلمات المستفلة: 
)أ( 001000001 (ب) 011001011 
(ج) 101000101 (د) 100000010 


)١,۳,۷(‏ جد أكبر عدد من كلمات الشفرة ذات الطول 4 الحتواة في شفرة تستطيع 
اكتشاف خطأ واحد أيا كان هذا المنطأ. 
(۳,۸,) كرر التمرين (/ا,"7, )١‏ عددما يكون 5 = ۸و 6 -: وبعد ذلك لای 8. 


)١, ٤(‏ معدل المعلو مات 
Information Rate‏ 


يتضح لنا من البند السابق أن إضافة إحداثيات لكلمات الشفرة يزيد من قدرة 
الشفرة على تصويب واكتشاف الأخطاء. ومن الواضح أيضا أنه كلما ازداد طول كلمة 
الشمرة ازداد الزمن اللازم لورسال الرسالة. معدل المعلومات (Information Rate)‏ 
للشفرة هو عدد مصمم لقياس الجزء من كل كلمة شفرة الذي يتضمن الرسالة. يعرف 
معدل معلومات الشفرة © ذات الطول × (للشفرات الثنائية» على أنه : 

ايوم - 

وبما أن ”2 > |٣|‏ > 1 فمن الواضح أن معدل المعلومات يقع بين 0 و 1. فهو 
يساوي 1 إذا كانت كل كلمة هي كلمة شفرة ويساوي 0 إذا كان 1 = |6|. 

على سبيل المثال: معدل معلومات الشفرات ,6 » ,6 » وت المقدمة في البند 
السابق هو 1ء » < على التوالي. كل من معدلات المعلومات هذه تتلاءم مع الشفرة 
ذات الصلة. لاحظ أن أول إحداثيين من الستة إحدائيات لكل من كلمات الشفرة ر٣‏ 


مقدمة في نظرية التشفير ١١‏ 


هما اللذان يتضمنان الرسالة وأن الإحداثيين الأول والثاني من الإحداثيات الثلاثة لكل 

ف كلمات الخفرة كاسما اللذان قتعا ال ما 

غمرين 

؛)١‎ 7, 5( احسب معدل المعلومات لكل من الشفرات المقدمة في التمارين‎ )١, ٤, ١( 
ا)ء نكرل‎ ء٣‎ ,۳( 


)١,5(‏ تأثير تصويب واكتشاف الأخطاء 
The Effect of Error Correction & Detection‏ 

لفهم مدى التأثير الناتج عن إضافة إحداثي اختبار النوعية إلى شفرة على 
اكتشاف وتصويب الأخطاء» ندرس المثال التالى : 

نفرض أن جميع الكلمات ذات الطول 11 وعددها 2048 = 2:1 هي كلمات 
شفرة. عندئذء لا يمكننا اكتشاف أي خطأ. لنفرض أن موثوقية القناة هى 10-5 -1 = م 
ولنفرض أن معدل إرسال الإحداثيات هو 107 إحداثي في الثانية. حينئذ» يكون احتمال 
وجود خطأ في الكلمة المرسلة هو 11/105 (م-9)1:م11. وبهذا نرى أن عدد 
الكلمات المرسلة والتي تحتوي على خطأ لا يتم اكتشافه هو 0.1 = ك × بد كلمة في 
الثانية الواحدة أو كلمة واحدة خطأ كل 0 ثوان أو 6 كلمات خطأ كل دقيقة أو 360 
كلمة خطأ كل ساعة أو 8640 كلمة خطأ كل يوم ! 

لنفرض الآن أننا أضفنا إحداثي اختبار النوعية لكل كلمة من كلمات الشفرة 
بحبث يكون عدد الإحدائيات 1 في كل منها زوجيا. عندئذء يمكن اكتشاف أي خطأ 
واحد ومن ثم لكي تحتوي الكلمة المرسلة على أخطاء لا يمكن اكتشافها فيجب أن 
يكون عدد الأخطاء على الأقل 2. ولذا فاحتمال وقوع خطأين على الأقل يساوي : 


00 P10(1 - 2زم‎ = 66(1 - 10-8(10 x 10-16 بيد‎ 66 x 10-6 


١‏ نظرية التشفير والتعمية 


ويكون عدد الكلمات المرسلة والتى تحتوي أخطاء لا يتم اكتشافها هو 
9 × 5.5 ب س × جك كلمة في الثانية أو كلمة واحدة كل 2000 يوم ! 

نما سبق نرى أن إضافة إحداثي واحد إلى كل من كلمات الشفرة ليصبح الطول 
يساوى 12 عوط اهن 35 تو لاس اكتشاف الأخطاء عند وقوعها. ولتصويب 
نحصل على تأكيد أو تخرين الرسائل لفترة مؤقتة لحين طلب إعادة الإرسال وتكون 
التكاليف باهظة في كلتا الحالتين سواء على صعيد الزمن اللازم أو سعة التخزين. كما 
أنه من الممكن أن تكون عملية إعادة الإرسال غير عملية كما في المراكب الغضائية أو 
استخدام الأقراص المدمجة. ولتخفيض الثمن الباهظ الناتجح عن زيادة طول كلمات 
الشفرة فيكون من المناسب إضافة بعض قدرات تصويب الأخطاء للشفرة. ولكن إضافة 
مثل هذه القدرات قد ينتج عنه صعوبة في التشفير وفك التشفير ولكنه يساعد على 
تخفيض التكاليف في الزمن وسعة التخزين المبينة للشفرة المقدمة في بداية هذا البند. 

إحدى الخطط المساعدة على تصويب الأخطاء هي إنشاء شفرة تكرار حيث يتم 
إرسال كل من كلمات الشفرة ثلاث مرات متتالية. فإذا وقع خطأ واحد على الأكثر في 
كل كلمة شفرة من الطول 33 فنكون قد ضمنا صحة إرسالين على الأقل من 
الإرسالات الثلاثة. وبما أن مقارنة ثلاث كلمات من الطول 11 أمر سهل فإن الثمن 
الوحيد الذي يدفع لتصويب خطأ هو تخفيض معدل المعلومات من 1 إلى -. 

سنبين لاحقا إمكانية إضافة 4 إحداثيات فقط لكل من كلمات الشفرة ذات الطول 
1 لجعلها قادرة على تصويب خطأ واحد ومن ثم يكون معدل المعلومات هو كد وهو 
أافضل بكثير من = إذا تجاهلنا الإعاقة الناتجة عن ذلك في عملية التشفير وفك التشفير. 

نخلص إلى القول إن مهمتنا هي تصميم شفرات بمعدل معلومات معقول ومن 
معقول لعملتي التشفير وفك التشفير مع القدرة على تصويب واكتشاف بعض الأخطاء 
لتلافي الحاجة إلى إعادة الإرسال. 


مقدمة في نظرية التشفير 8 


)١,5(‏ إيجاد الاحتمالية القصوى لكلمة الشفرة المرسلة 
Finding the Most Likely Codeword Transmitted‏ 

لنغرض أن لدينا فكرة عامة عن عملية الارسال وأننا على معرفة بكلمة الشفرة تا 
المرسلة والكلمة س المستقبلة. لكل < و س نفرض أن (/1,)مم هو احتمال استقبال 
الكلمة س إذا كانت < هي كلمة الشفرة المرسلة عبر قناة 85€ بموثوقية م. وبما أننا 
افترضنا أن توزيع التشويش هو توزيع عشوائي نرى أن كل إرسال إحدائي هو حدث 
(ه89) مستقل. وبهذا نرى أنه إذا اختلفت الكلمتان س و س في عدد 4 من المواقع 
فيكون عدد الاحداثيات المرسلة بدون أخطاء يساوى 4 - ۸" وعدد الإحداثيات المرسلة 
بأخطاء يساوى 4 ونخصل على : 

4(م - 1) 4م = w)‏ ,س( ررض 

)١, ,ا‎ ١( مثال‎ 

لتكن © شفرة من الطول 5 ولتكن 6 © ». حينئذ: احتمال استقبال م دون أخطاء 
هو : 

کم = (ما ,)وم 

وإذا كانت 6 € 10101 = س وكانت 01101 = س و 0.9 = م فإن : 


p(* = )0.9(* )0.1(” = 0.00729‏ = 1) ° = (10101,01101)رم = )v,w(رpy.‏ 
كشك 


ع 


غرين 
(۲ ,ا ,)اخس (// ,10) جو.وم) لكل زوج من الكلمات نا و س فيما يلي : 
(أ) 10001110 = vy = 01101101 ,w‏ 
(ب) 1110101 = v = 1110101 ,w‏ 
(ج) 0 = ,W‏ 00101 = 07 
(د) 00000 = v = 00000 ,w‏ 


v = 1011010 ,w = 0000010 (ه)‎ 


١‏ نظرية التشفير والتعمية 


(و) 01001 = v = 10110,w‏ 
(ز) 000010 = ,w‏ 111101 = با 
في التطبيق العملي نكون على معرفة بالكلمة المستقبلة س ولكننا لا نعرف كلمة 
الشفرة المرسلة با. كما نعلم أن كل كلمة شفرة ‏ تزودنا بتعيين للاحتمالات (/لا,نا) رم 
للكلمات المستقبلة س. كل من هذه التعينات هو نموذج رياضي وبهذا نختار النمودج 
(أي كلمة الشفرة <) التي تتفق مع معظم المشاهدات (في الحالة المعينة). أي نختار كلمة 
الشفرة التي لها احتمالية قصوى لكي تكون هي الكلمة المرسلة. وبهذا نفترض أن كلمة 
الشقرة تاه المرسلة عند انالا للكلمة عا إنا قق ها نل : 
OD ۰‏ 
زودنا المبرهنة التالية بمعيار لاججاد كلمة الشغرة ب 
مبرهنة )١,5,5(‏ 
لنفرض أن لدينا قناة ©85 تحقق 1 > م > . لنفرض أن كلا من ,ل و رت كلمة 
شفرة من الطول ‏ وأن ‏ كلمة طولها . ولنفرض أن ,ا تختلف عن » بعدد ,4 من 
المواقع وأن ره تختلف عن س بعدد رك من المواقع. عندئل : 
(ملاروقة) ,© > (للاررقة) رم © da > dı‏ 
البرهات 
لاحظ أن 
p" “2(1 — p2‏ < 6زم — 1) 21 “ام ج p(t, Ww) > pp(v2,w)‏ 


p-1 (1 0001 5 
110100 0002 0 


1ح ون ! 
1> لكاه 
1-2 
د30 > ول جه 


لذن : | 1ل کے 93 
1-3 


مقدمة في نظرية التشفير ١‏ 


وبهذا نكون قد أثبتنا وجود طريقة علمية لتصويب الأخطاء ويتم ذلك على 
النحو التالي: إذا استقبلنا الكلمة س فإننا نقوم بتصويب س إلى كلمة الشفرة التي 
تختلف عنها بأقل عدد من الإحداثيات ؛ لأنه ا ما تكون كلمة الشفرة هذه هي 
E‏ 
مثال ( ٤‏ ,ا )١,‏ 

لنفرض أن 00110 = س هي الكلمة المستقبلة عبر قناة 85٤‏ حيث 0.98 = 0. بين 
اهن كلبات الشفرة التالية تكون على الأرجح قد أرسلت: 

1 .؛ 01001 » 10100 : 10101. 


احل 





4 (عدد مواقع الاختلاف مع س) 7 
3 1 01101 
4 01001 
2¢ 10100 
3 10101 


استنادا إلى الجدول السابق والمبرهنة ("ا,؟ ,1) نجد أن كلمة الشفرة التي تكون على 
الأرجح قد أرسلت هي 10100. لاحظ أننا لا نحتاج لمعرفة قيمة م الدقيقة لاستخدام 


المبرهنة )١,٠,۳(‏ ولكننا فقط بحاجة لمعرفة أن “< م. A‏ 
تمارين 


)١,٦,١(‏ لنفرض أن 0010110 = س هي الكلمة المستقبلة عبر قناة ©85 بموثوقية 
9 = م. أي من كلمات الشفرة التالية تكون على الأرجح سات 
1 + 0001110»:101: 1111100: 1001011. 

5ق سن گات الشفرة الثمانية المبينة في التمرين )٠,۳,١(‏ هي التي تكون 
على الأرجح أرسلت إذا كانت الكلمة المستقبلة هي 101000101 = س ؟ 


١1‏ نظرية التشفر والتعمية 
)١1,5,0(‏ إذا كانت [00011,11001, 01001, 01000 = 6 وكانت 10110 = ۷ ھی 
الكلمة المستقبلة فما هي كلمة الشفرة التي تكون على الأرجح قد أرسلت؟ 
هارث , )١‏ أعد التمرين 979 5, )١‏ إذا كانت : 
C = )010101,110110,101101,100110,011001[‏ 
و كانت 101010 = .wW‏ 
)١,5,5(‏ إذا كانت 011001 = س هى الكلمة المستقبلة فما هى كلمة الشفرة التى تكون 
على الأرجح أرسلت من بين الكلمات التالية : 
0 : 100111 › 000111 . 110101 ؛ 110110 ؟ 
)١,5,٠(‏ افترضنا في المبرهنة )١,,۳(‏ أن 1 > م > <. ماذا يتغير في نص المبرهنة 
)١ 559‏ لو استبدلنا الفرض ليكون : 


() > م >0 (ب) 2- م. 


(۱,۷) بعض أساسيات اجر 
Some Basic Algebra‏ 


أحد أهدافنا هو إيجاد طريقة فعالة لمعرفة أقرب كلمة شفرة للكلمة المستقبلة. فإذا 
احتوت الشفرة على عدد كبير من الكلمات فتكون طريقة مقارنة جميع كلمات الشفرة 
كلمة كلمة مع الكلمة المستقبلة « هي طريقة غير مجدية. على سبيل المثال؛: إذا كان 
عدد كلمات الشفرة يساوي ”2 (كما هو الحال في رحلات بعض المركبات الفضائية) 
فيكون من الصعب جدا لطريقة فك التشفير هذه (أي مقارنة الكلمات كلمة كلمة) 
مواكبة عملية الإرسال. وللتغلب على هذه المشكلة نعرّف بعض العمليات على الشفرات 
لجعلها نظاما رياضيا. 


مقدمة في نظرية التشفير ۱۷ 


لنفرض أن (0,1) = × وأن 17 مجموعة جميع الكلمات الثنائية ذات الطول .١‏ 
نعرف الجمع والضرب على × كالتالي : 
> 1+1 - 0 + لن 
1= 0+1=1+0 
0= 0۰1=1۰0= 0۰0 
]=1 
ونعرف الجمع على "/ بجمع الإحداثيات المتقابلة المعرّف على #. فمثلاء إذا 
كانت 01101 = م و 11001 = س فان : 
+w = 01101 + 11001 = 0‏ ب 
من الواضح أن حاصل جمع كلمتين ثنائيتين من الطول ^ هو كلمة ثنائية من 
الطول : وبهذا نرى أن "۸ مغلق تحت عملية الجمع. 
عناصر ۸ أعدادا فياسية (وتقاه5) كما هو متفق عليه 5 اا حبر الخطي. 
وبهذا نعرف الضرب بعدد قياسي على "1 بضرب كل من إحداثيات الكلمة بالعدد 
القياسي وحيث إن العددين القياسين هنا هما فقط 0 و 1 فنحصل على ضربين قياسين 
للكلمة س هما س.0 و +1.1. عناصر الكلمة .0 جميعها أصفار وتسمى الكلمة الصفرية 
«(Zero Word)‏ وأما الكلمة 1.1 فتساوى الكلمة س نفسها. ومن الواضح أن "فلي 
تحت عملية الضرب بعدد قياسي. 
باستخدام عمليتي الجمع والضرب بعدد قياسي نستطيع وبسهولة إثبات أن “۸ 
فضاء متجهات (Vector Space)‏ أو فضاء خطي „(Linear Space)‏ ا أنه حمق الخواص 
التالية لكل "× ع u,v, w‏ ولكل ۸ ع ( ,0 : 
)1( 23 ع بر + تن 
(u+v)+w=u+(v+w) (YT)‏ 


(0) مدع ب + 0 ع 0 لدان 


(5) يوجد "۸ € "د حيث 0 ع ندل “ين ع “ين ل 1 


۸ نظرية الْتَشْف وال 3 


v+w=w+v (0) 

.av EK" (1) 

alv +w) = av +aw (¥) 

.(a + bv = av + bv (A) 

.(ab)v = a(bv) (4) 

)1°( ماع 17. 
عمارين 
(١,لا,١)‏ أثبت أن 0 = س + ب لكل "۸ € ب. 
(؟,ل/ا,١)‏ إذا کان "۸ ء سيارب وكان 0 = Ww‏ + م فأثبت أن w‏ = 7. 
"رلا إذا كان سرع س + u‏ حيث ۸K“‏ € رتنه فأثبت أن م = بن + يا. 

لنفرض أن < أرسلت عبر قناة ©856 وأن « هى الكلمة المستقبلة. إذا كان 0 هو 
أحد إحداثيات س + < فيكون الإحداثي المقابل في الكلمة < قد أرسل بدون خطأ. أما 
إذا كان 1 هو أحد إحداثيات س + س فيكون قد حصل خطأ في إرسال الإحداثي المقابل 
ف الكلمة 7. E‏ الكلمة سر + م غمط الخطا أو الخطا {Error Pattern or Error)‏ 
على سبيل المثال» إذا كانت الكلمة المرسلة هي 10101 = س وكانت 01100 = س فإن 
نمط الخطأ هو 11001 = س« + س ونرى وقوع خطأ في إرسال الإحداثيات الأول والثاني 


والخامس. 


)١,(‏ الوزن والمسافة 
Welght and Distance‏ 
نقدم في هذا البند مفهومين مهمين. لنفرض أن < كلمة من الطول .١‏ يعرف 
الوزن أو وزك هامينغ )Weight or Hamming Weight)‏ للكلمة v‏ وا له بالرمز 


مقدمة في نظرية التشفير ۱۹ 


6 )110101( = 4 على أنه عدد مرات ظهور الإحداثي 1 فى الكلمة «. فمثلاء‎ «٤)«( 
.wt(00000) = 0 و‎ 
تُعرف مسافة هامينغ أو المسافة ( ڇٍرنص ص۸‎ .١ لنفرض أن < و س كلمتان من الطول‎ 
لہا بالرمز (7,17ة) 4 على أنها عدد‎ 00 W بين الكلمتين 7 و‎ )Distance or Distance 
.d{(10110, 10110) = 0 و‎ d(01011,00111( = 2 فمثلا:‎ .W المواقع المختلمة بين 1 و‎ 
مه = يه.‎ + Ww لاحظ أن المسافة بين م و ا تساوىي وزن نمط الخطأ‎ 
.d(v,w) = wt(v + w) 


2 


فمثلاء إذا كانت 11010 = 2 و 01101 = س فإن : 
d(v,w) = d(11010,01101) = 4‏ 
وإث 4 = .wt(v + w) = wt(11010 + 01101) = wt(10111)‏ 


لاحظ أيضا أنه يمكن إعادة صياغة الاحتمال المقدم فى البند )١,(‏ على التحو 

: التالى‎ 
pp (0, w) = pw )1 — ptt | 

حيث س + م = نه هو مط الخطأ. 

نسمي Pp(U, w)‏ احتمال مط الخطاً w (Probability of Error Pattern)‏ + مر = .u‏ 
غارین 
(؟:1,8) احسب وزن كل من الكلمات التالية ثم احسب المسافة بين كل زوج منهما: 

0 = 0 ¿» 0110101 = وم » 0011110 = vg‏ ¢ وم + و17 = V4‏ 
(۸,۲,) لنفرض أن 01011 = »» 11010 = سء 01100 = س. قارن بين أزواج الكلمات 

wt(v) +wt(w) و‎ wt(v ل‎ w) (i) 


ی 


d(v,u) + d(u,w) ۾‎ d(w,w) )ت(‎ 


15 نظرية التشفير والتعمية 

فيما يلي نسرد بعض خواص المسافة والوزن حيث "۸ € /لاءنارنا و ) © 4 : 

.0 > زممغمير‎ <n (1) 

(؟) 0 = (ت)ءس إذا وفقط إذا كان 0 = س. 

.0 > d(v,w) <n )6( 

(5) 0 = (بررت)4 اذا وفقط إذا كان بر ع ت. 

.d(v,w) = d(w,v) (0) 

.wt(v + w) < wt(v) + wt(w) )5( 

.d(v,w) = d(v,u) + d(u,w) (¥) 

.wt(av) = a‘wt(v) (A) 

.d(av, aw) = ه١‎ d(v,w) (4) 

إثبات معظم هذه الخواص واضح من تعريف الوزن والمسافة. في التمرين 
)۲,۸,١(‏ طلبنا من القارئ تقديم أمثلة على الحقيقتين )١(‏ و (۷). ولبرهان هذه 
الحقائق حاول استخدام العلاقة (س + ت)عنها = (س ,)4 والتمارين (١,/ا,١):‏ (۷,۲,١)ء‏ 
)١,/,(‏ كلما دعت الحاجة إلى ذلك. 
تمارين 
)١,۸,۳(‏ استخدم ۸ لإيجاد مثال لكل من الخواص التسع المقدمة في بداية الصفحة. 
)١8:5(‏ أثبت جميع الخواص التسع المقدمة في بداية الصفحة. 

سنستخدم هذه الخواص عند الحاجة إليها في البنود القادمة دون ذكر المرجع. 


)١,9(‏ فك التشفير الاحتمالى الأقصى 


Maximum Likelihood Decoding 
نحن الآن جاهزون لمناقشة جادة لمسألتين أساسيتين فى نظرية التشفير. سنفترض‎ 
أننا الطرف المستقبل لقناة ©856 حيث نقوم باستقبال رسالة من المرسل الموجود على‎ 


مقدمة في نظرية التشفير ۲١‏ 


الطرف الآخر للقناة. وسنفترض أيضا أننا الجهة التي قامت بتصميم المرسل. في الحقيقة 
إن مسألة تصميم المرسل هي من المسائل الأساسية. 

هناك كميتان خارج سيطرتنا. أولاهما هي الاحتمال م وهو احتمال إرسال 
إحداثي عبر قناة 85٤‏ دون وقوع خطأ وأما الكمية الثانية فهي عدد الرسائل الممكن 
إرسالہا. في الحقيقة» الرسائل الأصلية ليست بأهم من عدد الرسائل الممكن إرسالها. 
على سبيل المخال» احتاج بول ريفير »88 (۴۵٠1‏ إلى رسالتين فقط قبل قيامه برحلة 
منتصف الليل المشهورة (سافر بول ريفير بتاريخ 4١/171/0/5١م‏ من بوسطن إلى 
لكسنغتون لتحذير كل من صاموئيل آدمز وجون هانكوك من نية القوات البريطانية 
نحاولة اعتقالہم ووصل ف الوقت المناسب) . 

تذكن أن ]5| رم لعذه غتاضر ك ودا فان 2۴ 2515| كما هو عبين قاری 
2,55 المسالتات الأساسكان اق التشفيرهها: 
)1,۹,1( العشفير (Encoding)‏ 

المطلوب هنا هو تحديد شفرة لخرض استخدامها قي إرسال رسائلنا. ولهذا تار 
عددا صحيحاً موجبا » ليكون طول الكلمة الثنائية المقابلة للرسالة المزمع إرسالها. وبا 
أن الرسائل المختلفة تقابل كلمات ثنائية طول كل منها » فيجب أن نختار # ليحقق 
.|M| > |K*| = 2“‏ 

بعد الانتهاء من اختيار » نقوم بتحديد عدد الإحداثيات المراد إضافتها لكل 
كلمة من الطول # لضمان تصويب واكتشاف جميع الأخطاء التي نأمل من شفرتنا 
اكتشافها وتصويبها وهذا هو اختيار كلمات الشغرة وطول الشفرة وليكن 2. الآنء 
لإرسال رسالة معينة يقوم المرسل بإيجاد الكلمة الثنائية من الطول 8 المقابلة للرسالة 


)١(‏ المترجمان 


1 نظرية التشفير والتعمية 

ومن ثم إضافة # - ١‏ إحدائيا إليها وإرسال كلمة الشفرة ذات الطول ١‏ المقابلة للكلمة 

ذات الطول .k‏ 

(Decodinع( فك التشفر‎ )١,۹,۲( 

نفرض أننا استقبلنا كلمة "۸ © «. تقدم الآن وصفا لطريقة تُدعى فك التشفير 

الاحتمالى الأقصى )Maximum Likelihood Decoding)‏ أو اختصارا M52‏ لتحديد أي 

من كلمات الشفرة 6 © س قد تم إرسالها. يوجد نوعان من N12‏ هما : 

(Complete Maximum Likelihood Decoding) فلك العشفير الاحتمالي الأقصى اتام‎ )١( 
أو اختصارا 0811.0 يتم فك التشفير في هذا النوع على النحو التالي : إذا وجدت‎ 
كلمة شفرة وحيدة 6 6 س هي الأقرب إلى الكلمة المستقبلة س من جميع كلمات‎ 
d(v,w) > d(v,,w) أنه إذا كان‎ 5 .W الشمرة الأخرى فنعتبر 17 هي فك تششير‎ 
لكل 6 € ينه حيث < + يه فإن م هي فك تشفير س (أي نعتبر أن م هي كلمة‎ 
E 0,2,٠, 6٤ الشهرة المرسلة). آما إذا وجدت عدة كلمات شهرة‎ 
u 6٥€ لكل‎ d)vw( > d)u,w( وان‎ dv, w( = dv, w( = ٠١ ع‎ dv, Ww) 
أن :نا‎ 5 W على أنها فك تشغير‎ <, 12,٠“, و له ج ,ت فنأ خذ أي كلمة ,ا من را‎ 
هي الكلمة المرسلة).‎ 

(9؟) فك العشفير الاحتمالي الأقصى غير العام ) Incomplete Maximum Likelihood‏ 
(Decoding‏ أو اختصارا :1311 يتم فك التشفير في هذا النوع على النحو التالي : 
إذا وجدت كلمة شفرة وحيدة 6 6 < هي الأقرب إلى 1 من جميع كلمات الشفرة 
الأخرى فتأخذ ا لتكون فك تشفير س. أما إذا وجدت عدة كلمات شفرة جميعها 
تبعد المسافة نفسها عن »س والأقرب إلى س من جميع كلمات الشفرة الأخرى 
فنقوم بطلب إعادة إرسال. وفي بعض الحالات نطلب إعادة إرسال إذا وجدنا أن 
الكلمة المرسلة س بعيدة عن جميع كلمات الشفرة. 


مقدمة في نظرية التشفير ان 

في أمثلة وتمارين هذا البند وفي معظم هذا الكتاب» نستخدم 181412 لفك 
التشفير. ونريد أن نؤكد على أن طريقة 341.9 تفشل في بعض الأحيان خاصة إذا وقعت 
أخطاء كثيرة أثناء الإرسال عبر قناة ©856. 

تكون كلمة الشفرة 6 ع س الأقرب إلى الكلمة المستقبلة س عندما تكون المسافة 
(لارة)# صغرى» وثرى استنادا إلى المبرهنة (۴ ١,5,‏ أن الاحتمال المقرون w(‏ سام 
أعظمي » وبهذا تكون ما هى على الأرجح كلمة الشفرة المرسلة وهذا موضح في المثال 
.)١715(‏ وعا أن w٤) + w(‏ = (مارت)4 هو وزن ثمط الخطاً س + س = نه فمن الممكن 
إعادة صياغة المبرهنة ("؟5.1",١)‏ لتكون : 

(ملاروقة) وم = wW(‏ ,)رص إذا وفقط إذا كان wW(‏ + رس)٤w‏ < زمر + wt)‏ 
وهذا يعني أن الكلمة المرسلة ذات نمط خطأ وزنه أصغري. 

وبهذا نرى أن الإستراتيجية المتبعة في طريقة .1011 هي اختبار أغاط الأخطاء 
+ « لكل كلمة شفرة ص ومن ثم اختيار كلمة الشفرة « التي تؤدي إلى نمط خطأ وزنه 
أصغري. 
مغال 3,9 )١‏ 

لنفرض أن 2 = |1| (أي أن 1 = *) وأننا اخترنا 3 = 2 و (111, 000) = 6. إذا 
كانت 000 = س هي كلمة الشفرة المرسلة فبين متى يكون فك التشفير بطريقة «.1811 
صحيحا (أي استنتاج أن 000 = < هي فعلا كلمة الشفرة المرسلة) ومتى يكون استنتاج 
929 أن 111 هي الكلمة المرسلة (أي أن يكون الاستنتاج خاطفا). 
الحل 

نقوم بإنشاء الحدول )١٠,١(‏ على النحو التالي : 


:95 نظرية التشقم وآ لتعمية 


الجدول .)١,١(‏ جدول 17ا للمثال (" .)١,3‏ 
فك التشفير (التصويب)7©) أغاط الأخطاء الكلمات المستقبلة 


: . 


0O0 000 
100 000 
010 000 
001 000 
110 111 
101 111 
011 111 
111 111 





العمود الأول من الجدول )١,١(‏ يبين جميع الكلمات الممكن استقبالها وهذه جميع 
عناصر *۸. العمودان الثاني والثالث يبينان أنماط الأخطاء س + < لكل كلمة شفرة 
6 © ا. وا أن طريقة IMLD‏ كار تمل اط لوزت فا فقارنة أوزان أغاط 
الأخطاء في العمودين الثاني والثالث ووضعنا علامة * بمحاذة نمط الوزن الأصغر. 
وأخيرا وضعنا في العمود الأخير الكلمة 6 ٤‏ < التي يكون عمود نمط الخطأً + س لبا 
معلما بالعلامة *. وهذه هي كلمة الشفرة ه التي تستنتج طريقة 115 أنها قد أرسلت 
عند استقبال الكلمة س المقابلة لبا. وبهذا يكون فك تشفير كل من الكلمات المرسلة 
0 » 100 » 010 » 001 بطريقة 1841.2 هي كلمة الشفرة 000 (وهذا استنتاج 
صائب) وفك تشفير كل من الكلمات المرسلة 110 » 101 » 011 » 111 هي كلمة 
الشفرة 111 (وهذا استنتاج خاطئ). A‏ 


(؟) المترجمان: ننبه القارئ إلى أن التعبير "فك التشفير المستخدم في هذا الكتاب يعني تصويب الخطأ ويرجع 
سبب استخدام المؤلفون للتعبير "فك التشفير" عوضا عن "تصويب الخطأ" إلى تعود مهندسي الاتصالات 
على هذا الاستخدام للمصطلح. وسنتبنى التعبير الذي استخدمه المؤلفون لبذا المصطلح. 


مقدمة في نظرية التشفير ۵ 
مثال )١,8,5(‏ 
في هذا المثال نفرض أن 3 = |۷| وأن 4 = ۸ وأن (0000,1010,0111) = 6. 
نقوم بإنشاء جدول 1112 بطريقة مشابهة للمثال »)٠,۹,۳(‏ والخلاف الوحيد هنا هو 
أنه إذا وجد أكثر من نمط خطأ واحد ذي وزن أصغري فإننا لن نضع علامة * في 
الصف الذي يحتوي على هذه الأنماط ونضع العلامة - (تعني لا شيء) في عمود فك 
التشفير لبذا الصف. هذا يعني أن طريقة 1841.5 لفك التشفير تطلب إعادة إرسال عند 
وجود أكثر من مط خطأ له الوزن الأصغر. 


الجدول (؟,١).‏ جدول 1115 للمثال .)١,3,5(‏ 
ار e‏ 


W 0111 + W 1010 + W OOOO + W 17 





0000 0000 
1000Û 5 
0100 0000 
0010 00 
0001 OO000 
1100 
1010 1010 
1001 - 
0110 0111 
0101 0111 
OO011 0111 
1110 1010 
1101 0111 
1011 1010 
0111 0111 
ا‎ 1111 0111 
عارين‎ 


)١,۹,۵(‏ لنفرض أن 2 = |84|» 3= ۸ء [001,101] = 6. إذا كانت 001 = س ھی 


كلمة الشفرة المرسلة فمتى يكون استنتاج طريقة 1۷10 صائباً بأن « هي 
المرسلة ومتى يكون استنتاج طريقة 1841.5 خاطتا بأن 101 هي الكلمة المرسلة ؟ 


5 نظرية التشفير والتعمية 
)١9,5(‏ لنفرض أن 3 = |۷|ء 3 = .١۸‏ لكل كلمة مرسلة 3 © س جد كلمة الشفرة ن 
في الشعرة [110, 001, 1000 = © التي تستنتح طريقة 1311.9 أنها قد أرسلت. 


(۹,۷,) أنشيع جدول M15‏ لكل من الشفرات التالية : 


C= {101,111,011} (( 
C = {000,001,010,011} (ب)‎ 
C = {0000,0001,1110} (ج)‎ 
C = {0000,1001,0110 ,1111} (د)‎ 
C = {00000 ,11111} (ه)‎ 
C = 00000 ,11100,00111,11011( (و)‎ 
C = {00000 ,11110,01111 , 10001} 00 


(ح) (101010,010101,111111 , 1000000 = م 

بينا في البند الحزئي (۹,۱,) أنه يجب علينا اختيار # و 6. ولذا تكون بعض 
الخيارات أفضل من غيرها. نسرد هنا ثلاثة معايير مهمة لقياس الخيارات الحيدة : 

)١(‏ كلما ازداد طول الكلمة ازداد الزمن اللازم للإرسال وفك التشفير. وبهذا 
لا ينصح باختيار عدد كبير .١‏ أي أن معدل المعلومات يجب أن يكون أقرب إلى 1 كلما 
أمكن ذلك. 

(؟) إذا كان عدد الرسائل المرسلة كبيرا (مثلا |6| يساوي بضعة آلاف) فإن ذلك 
يستغرق زمنا كبيرا لتنفيذ طريقة 1061.0. ولذا فالاختيار المدروس للشفرة 6 يؤدي إلى 
طرق ماهرة وسريعة لتنفيذ (1.آ1811. 

(۳) إذا وقعت أخطاء كثيرة أثناء عملية الإرسال فلا يصلح استخدام طريقة 
12 في فك التشفير ؛ وذلك لأن الكلمة التي تدعي 310 أنها قد أرسلت هي ليست 


مقدمة في نظرية التشفير ¥ 
الكلمة المرسلة بالفعل» ولبذا يجب علينا عند استخدام 12« اختيار الشفرة 6 بحيث 
يكون احتمال جاح MLD‏ کے (سنناقش هذا الاحتمال في البند التالي). 
نستطيع القول» بناء على ما تقدم» إن الہدف الرئيس لنظرية التشفير هو إيجاد 
شفرات 6 تناسب المعايير الثلاث السابقة. وسيكون معظم جهدنا مركزا لتحقيق هذا 
الہدف. 


MLD موثوفية‎ )١,١٠( 
Reliability of MLD 

لنفرض أنه قد تم اختيار كل من ۸ و 6. ولنفرض أن 850 قناة ذات احتمال م 
ولنفرض أن (6,10) م0 هو احتمال استنتاج 1101.1 صو 5 بان نا هي الكلمة التي ا بلك 
سنقدم الآن طريقة لحساب (6,17)م6. 

کن v}‏ عد Liv) ={wEK":dlw,v) >> dlw,u) VuEC,u‏ 5 أن L(v)‏ 
هى مجموعة كلمات "۸ الأقرب إلى م منها إلى أي كلمة من الكلمات الأخرى للشفرة 6. 
ا («)1 هي بالضبط مجموعة الكلمات من "× التي إذا استقبلت فإن 
M15‏ تستنتج اد أن ا هي بالفعل الكلمة المرسلة. عندئذء نجد أن : 


(«ا,ط)ر» > = (,6)رة 


wEL() 
: من الممكن إيجاد («)1 من جدول 112 المبين في البند السابق وذلك كما يلي‎ 
في كل صف من صفوف الحدول الذي حتوى فك التشفير « في عموده الأخير‎ 
س الواقعة في العمود الأول لبذا الصف تنتمي إلى (1)17. وهذه هي‎ ٤ ×” تنتمي الكلمة‎ 
(7 جميع كلمات‎ 
لاحظ أيضاً أن (,6,)6 هي مجموع الاحتمالات المأخوذ على الكلمات‎ 
.< + ()ءا © س بحيث يكون نمط الخطأ الذي تم وقوعه أثناء الإرسال هو س‎ 


۲۸ نظرية التشفير والتعمية 

من الممكن استخدام ,09 لمقارنة شفرتين واختيار الشفرة الأفضل منهما (التى 
تحقق المعيار (۳) من المعايير المقدمة في البند السابق)» مع ملاحظة أن ((ا,8,)6 تتجاهل 
إمكانية إعادة الإرسال عند تساوي المسافتين بين الكلمة المرسلة وكلمتي شفرة» وهذا 
يؤدىي ٤‏ بعص الأحيان ا الخروج عن المألوف (فمغاة: (10, )و8 > O, (K",v)‏ لكل 
"۸ € م ولكل ٤٤‏ » حيث © شفرة اختبار النوعية المكونة من ”۸)» ومع ذلك فهو 
تقريب أولي مناسب لقياس الموثوقية. من المؤكد أيضا أن (مة,6)م6 هو حد أدنى لاحتمال 
فك تشفیر ه بشكل صائب. 
مثال )١,9٠١.,9١‏ 

لنفرض أن 0.9 = م ء 2= |۷1| » 3= ۸ ٠‏ (000,111) = © كما هو مبين في 
امال ۴ رأ احسب ایال أن تكون طريقة (1811:1 قد استنتجت ل أن نا هي 
بالفعل الكلمة التي تم إرسالها بعد عملية إرسال واحدة إذا كانت : 

(أ) 000 = v7‏ (ب) 111 = 0. 
الحل 

(أ) باستخدام الجدول )١,١(‏ نجد أن 000 = مدهي فك التشفيرفي الصفوف الأربعة 
الأولى ونرى أن (1)000 (مجموعة كلمات ۸ الأقرب إلى 000 = س منها إلى 111) هي : 

L(000) = {000,100,010,001}‏ 
وبهدا يكون: 
)000,001( رب + )000,010( 0,(C, 000) = (000,000) + , (000,100) + p,‏ 
+p“ (1—p)‏ رم -2)1م + +p (1p)‏ ذم د 
(م = 1) 3p“‏ + 5م - 


(على فرض أن 0.9 - م») 972. = 


مقدمة في نظرية التشفير ۹ 

(ب) إذا كانت 111 = < فنجد في هذه الحالة أن : 

L(111) = {110,101,011,111}‏ 
ونرى أن : 
(111,111)وب + (111,011)رب + (111,101)وب + (111,110)ممب = )111,€(,0 

= p*(1 — p) + p*(1 — -2)1م + زم‎ p) + *م‎ 

= 30201 - p) +p 
4 -.972 (على فرض أن 0.5 = م)‎ 

رين 
(؟,١١,١)‏ لنغفرض أن 09 = مء 2 = |۷|ء 3= 5؛ (001,101) = © كما هو مبين 
قن ارين O‏ 

(أ) إذا كانت 001 = س هي الكلمة المرسلة فاحسب احتمال أن تكون طريقة 
5 قد استنتجت صوابا أن « هي بالفعل الكلمة التي تم إرسالها بعد عملية إرسال 
واحدة. 

(ب) أعد الفقرة (أ) للكلمة 101 = تا. 

إجابة التمرين )١,٠١,۲(‏ في كلتا الحالتين هى 0.900 = (4,)6,7. وبمقارنة 
ذلك مع نتيجة المثال )١,٠١,١(‏ نجد أن الشفرة (000,111) = 6 أفضل من الشفرة 
(001,101) = 6 (لأن 0.972 > 0.900) على الأقل من وجهة نظر المعيار (۳) المقدم في 
البند السابق. بناء على ما تقدم نستطيع القول (على الأقل عندما يكون * عددا صغيرا) 
إن حساب الاحتمال يزودنا بمعرفة الحالات التي تكون فيها نتائج طريقة 141:5 مرضية. 
ولحسن الحظ ستكون حسابات الاحتمالات لمعظم الشفرات التي سندرسها لاحقا أكثر 


سهولة. 


١01 


مغال ر ,ا( 


لنفرض أن 0.9 = م» 3= |M|ء‏ 4= 5؛ 0000,1010,0111 = 6 كما هو 


مبين في المثال ( .)١,۹, ٤‏ لكل © 6 7 احسب (ا,٤)م0.‏ 


ا حل 


(أ) في حالة 0000 = ص لدينا: 
L)0000( = 10000 , 0100 , 0001‏ (من الحدول (؟,١))‏ 
0,(C,v) = „(0000 , 0000) + o, (0000 , 0100) +, (0000 ,0001(‏ 
(م -5)1م + زم -3)1م + 4م - 
9 = 120 س 20301 4 1 تت 
(ب) إذا كان 1010 = س فان : 
}1010,1110,1011{ = (1,)1010 
0,(C,v) = „(1010 ,1010( + „(1010 ,1110( + p,)1010 ,1011(‏ 
(I=)‏ دروت ]كور SP‏ 
9. = (م- 1) 2p‏ + 4م = 
رج( وأخيرا في الحالة 0111 = ١‏ يكون : 
L(0111) = {0110,0101,0011,1101,0111,1111}‏ 
0,(C,7) = p,(0111,0110) + „(0111 ,0101( + p,)0111 ,0011(‏ 
(0111,1111)رب + +p,(0111,1101) + p„(0111,0111)‏ 


(م-3)1مر+ p^‏ + 2(م - 2)1م + زم - 2)1م + (م - 30)1م + رم - 301م = 


8, = 2(م - 2)1م + (م - 1) 3و4 + كفن = 


بالتمحيص ف هذه الاحتمالات نجد أن احتمال أن تكون طريقة 184812 قد استنتجت 
ضوابا أن الكل 0111 هي الرس لبس سينا ولك امال أن تكو قد يفيت صوانا 


أن الكلمة 0000 أو الكلمة 1010 هي الرسالة فهو سيء للغاية. وبهذا نستنتح (على الأقل 


من المعيار الثالث المقدم في البند السابق) أن اختيار (1010,0111, 0000 = 6 ليس 
بالا ختيار المناسب لشفرة. A‏ 


مقدمة في نظرية التشفير ۳١‏ 


rk 


عارين 

)١9*,5(‏ لنفرض أن 0.9 = م وأن (000,001,110) = 6 كما هو مبين في التمرين 
(9,5,١).إذا‏ كانت 110 = س هي الكلمة المرسلة فاحسب احتمال أن تكون 
طريقة 1115 استنتجت صوابا أن < هي بالفعل الكلمة المرسلة واحسب 
احتمال أن تكون طريقة 1۷12 استنتجت خطأ أن الكلمة 000 هي المرسلة. 

)١,٠١,(‏ لكل من الشفرات 6 أدناه : احسب (,4,)6 لکل © © < مستخدما 9 = ص 
(جداول 131.12 لہذه الشفرات قد تم إنشاؤها في التمرين :))١,١۹,۷(‏ 


C= {101,111,011} (1)‏ 
(ب) }000,001,010,011{ = C‏ 
(ج) }0000,0001,1110{ = م 
د }1111, 0000,1001,0110{ = م 
(ه) [11111, 00000{ = م 
(و) (11100,00111,11011, 100000 = C‏ 
(ز) }10001 , 00000,11110,01111{ = C‏ 


(ح) ;}111111, 1010100,0101011 , 000000{ = €„ 


)١,١١(‏ شفرات اكتشاف الأخطاء 
Error-Detecting Codes‏ 
في هذا البند نعرف بشكل دقيق متى يكون بمقدور شفرة © اكتشاف الأ خطاء. 
تذكر أنه إذا كانت 6 ع < هى الكلمة المرسلة وكانت “× »© س هى الكلمة المستقيلة فان 
Ww‏ + س = u»‏ هو نمط الخطأ. لاحظ أيضا أن أى كلمة "۸ ع » ممكن أن تكون نمط خطأ 


والمطلوب هو معرفة أي من أغماط الأخطاء تستطيع الشفرة 6 اكتشافها. 


الوا نظرية التشفير والتعمية 


نقول إن الشفرة 6 تكتشف (واء»:»0) نمط الخطأ u‏ إذا وفقط إذا كان © ٭ + 





لكل © €٤‏ ہ. أي أن © تستطي اكتشاف نمط الخطأ ‏ إذا تحقق ما يلي : 
بعد إرسال كلمة الشفرة 2 واستقبال »+ م يكون بإمكان فا كك التشفير 
(6006) التحقق من أن » + < ليست كلمة شفرة ومن ثم فهناك خطأ ما قد وقع. 
مثال )١,١١,١(‏ 
لنفرض أن (101,110, 2001 = 6. بين أن 6 تكتشف نط الخطأ 010 = به ولكنها 
لا تكتشف غط الخطأ 100 = . 
الحل 
إذا كان 010 = »ا فنقوم بحساب 010 + س لكل © © س فنجد : 
6 © 011 = 010 + 001 
6 © 111 = 010 + 101 
C‏ © 100 = 010 + 110 
وبهذا نرى أن © تكتشف 010 = ا. وبحساب 100 + م لكل © © نجد : 


001 + 100 = 101 © 
101 + 100 = 101 ع‎ © 
110 + 100 = 010 © CLC 


وما أن اد على الأقل من هذه امجاميع ينتمي إلى © فنرى أن > للا تكتشف مط 


الخطأ 100 = .u‏ 0 
تمارين 
)١,۱۱,۲(‏ لنفرض أن (001,101,110) = 6. بين ما إذا كان بإمكان © إكتشاف أ 


08 


من أغاط الأخطاء الحالية : 


)أ( 011 (ب) 001 (ج) 000 


مقدمة في نظرية التشفير ۳۳ 
5115 لكل من الشفرات التالية © بين فيما إذا كان بامكان © اكتشاف مط التطأ : 
1 لمعطى : 


C = {00000,10101,00111,11100} )( 


u = 10101 )( 
u = 01010 (i) 
u = 1010 (ثنة)‎ 


(ب) }1101,0110,1100{ = م 


u = 0010 (1) 
u = 0011 (11) 
u = 1010 )111( 


C = {1000,0100,0010 , 0001} ع‎ 


u = 1001 (1) 
u = 1110 (11) 
u = 0110 (11) 


(١,١٠١, ٤(‏ أي من أنماط الأخطاء تستطيع الشفرة "۸ = 6 اكتشافها ؟ 
)١,١١,١(‏ (أ) لتكن 6 شفرة تحتوي الكلمة الصفرية. أثبت أنه إذا كان نمط الخطأ » 
هو كلمة شفرة فليس بإمكان © اكتشاف ا. 

(ب) أثبت عدم وجود شفرات يكون بإمكانها اكتشاف مط الخطأ 0 = ». 

من الممكن استخدام جدول 1811.12 لمعرفة اط الأخطاء التي تستطيع الشفرة 6 
اكتشافها. فالعمود الأول يسرد جميع كلمات "× ومن ثم يمكن النظر إليه على أنه 
جميع أغاط الأخطاء الممكنةء ويذلك تكون أعمدة أغاط الأخطاء في الجدول هي 
المجموع »+ n‏ لكل 6 © ت. الآنء إذا لم ينتم أي من هذه المجاميع في صف ما إلى 
الشفرة 6 فإن © تكتشف نط الخطأ الواقع في العمود الأول من ذلك الصف. 





مغال )١,١١,5(‏ 
لنفرض أن (111, 000 = ٤‏ هى الشفرة حيث جدول 2ا1۷ لبا هو الجدول 
.)١,١(‏ العمود الأول يحتوي على جميع أغماط الأخطاء » الممكنة. ولكل » نجد أن 


۳ نظرية ]جه . , وال 3 


جميع امجاميع :+7 لكل © 6 « هي الموجودة في العمودين الثاني والثالث. فإذا 
كانت جميع هذه المجاميع لا تنتمي إلى © (أي لا تساوي 000 أو 111) فإن 6 
يكتشف 2. وبهذا نرى أن © تكتشف أغاط الأخطاء 100ء 010: 001ء 110ء 101ء 
1 وذلك بالنظر إلى الأعمدة من 2 إلى 7» ولكن لا تستطيع © إكتشاف أي من 
الخطأين 000 أو 111. 4 
رين 
)١,۱۹,۷(‏ استخدم جدول 1۷1٥‏ للشفرة 6 المنشأ في التمرين )١,۹,۷(‏ لإيجاد أغاط 
الأخطاء التي تستطيع 6 اكتشافها. 

طريقة أخرى ولكنها أسرع كثيرا لإيجاد أغاط الأخطاء التي يمكن لشفرة 6 
اكتشافها تكون بإيجاد أغاط الأخطاء التي لا تستطيع © اكتشافها ومن ثم فإن © 
تكتشف جميع أنماط الأخطاء المتبقية. من الواضح أنه إذا كانت 6 ع بارت وكان 
W۷‏ + س = ء فلا تستطيع © اكتشاف 6؛ وذلك لأن © € س = + + . وبهذا نرى أن أغماط 
الأخطاء التي لا تتمكن © من اكتشافها هي مجموعة جميع الكلمات التي يمكن كتابتها 
كمجموع كلمتي شفرة. 
مثال )١,١3١,8(‏ 

لنفرض أن (111, 2000 = © شفرة. بملاحظة أن 


000 + 000 = 0 
000 + 111 = 1 
111 + 111 = 000 


نجد أن مجموعة آغاط الأخطاء التى لا تكتشفها 6 هي (000,111]. وبهذا فإن مجموعة 
أغماط الأخطاء التي تستطيع © اكتشافها هي (111, 710000/. 4 


مقدمة في نظرية التشفير 0 
مثال )١,١١,۹(‏ 


لنفرض أن (1111, 0100, 1000 = ٤‏ شفرة. بجا أن : 


انانانا = 1000 + 1000 
1100 = 0100 + 1000 
1 = 1111 + 1000 
1 = 1111 + 0100 


فنجد أن مجموعة أفاط الأخطاء التي لا تستطيع 6 اكتشافها هي 

[0000,1100,0111,1011) وبهذا تكون مجموعة أنماط الأخطاء التي يتم اكتشافها 

A .£*\)0000 , 1100 , 0111 , 1011 هي‎ ٤ بواسطة‎ 

تمرين 

)١,١١,١٠٠١(‏ جد مجموعة أغاط الأخطاء التي يمكن اكتشافها بواسطة كل من الشفرات 
التالية ثم قارن إجاباتك مع إجابات التمرين :)١,١١,۷(‏ 


)أ( }101,111,011{ C=‏ 
(ب) }000,001,010,011{ = C‏ 
(ج) }0000,0001,1110{ = C‏ 
(د) }1001,0110,1111, 0000{ = C‏ 
(ھ) }11111, 00000{ = C‏ 
(و) }11100,00111,11011, 00000{ = م 
40 }10001 ,00000,11110,01111{ = م 


.C = !000000 , 101010 ,010101,111111( (ح)‎ 

سنبين الآن طريقة أخرى لتحديد بعص أغاط اللأخطاء التي تس 
اكتشافها بدون الحاجة إلى إجراء الحسابات الطويلة ولكننا نقدم أولا عددا آخر يقترن 
بالشغرة 6. 





۳1 نظرية التشفر والتعمية 


إذا كانت © شغرة تحت وي كلمتين على الأقل فتعرف مسافة 6 
)Distance of €(‏ على أنها أصغر مسافة (/لا,ت)2 لكل 6 € /لارنة حيث س + 1. وما أن 
wt) + w(‏ = (ملا,ة) 4 فتكون مسافة الشفرة 6 أصغر الأوزان (س + )٤س‏ لكل 
EL‏ بثارتة حيث W‏ + 17. 

تشترك مسافة الشفرة مع المسافة الاقليدية بالعديد من الخواص وهذا يساعد 
على فهم مفهوم مسافة الشفرة. 
مغال )١,11,91١١‏ 

إذا كانت [0111, 1010, 0000 = 6 فإن : 

d(0000 ,1010( = 2 

d(0000 ,0111( = 3 

3 > (04)1010,0111 
وبهذا تكون مسافة الشفرة ٤‏ تساوى 2. 4 
تمارين 
115 احعسوسانة كل ف 


C= {101,111,011} )أ(‎ 
C = {000,001,010,011} (ب)‎ 
C = {0000,0001,1110} (ج)‎ 
C = {0000,1001,0110 ,1111} (د)‎ 
C = {00000 ,11111} (ھ)‎ 
C = {00000,11100,00111, 11011} (و)‎ 
C = {00000,11110,01111 , 10001} 0 


(ح) ([010101,111111, 101010 , 000000{ = م 


مقدمة في نظرية التشفير ¥ 
)١,١١,١۳(‏ احسب مسافة الشفرة التي نحصل عليها بإضافة إحداثي اختبار النوعية 
الععي ف ةق 

المبرهنة التالية تساعدنا على معرفة الكثير من أنماط الأخطاء التى يكن لشفرة 
اكتشافها. 
مبرهنة (5 )١,١١,١‏ 

تستطيع شفرة © مسافتها 4 اكتشاف على الأقل جميع أنماط الأخطاء غير 
الصفرية التي وزنها لا يزيد عن 1 - 4. إضافة إلى ذلك يوجد على الأقل مط خطأ واحد 
وزنه 2 لا تتمكن الشفرة © من اكتشافه. 
البرهان 

لنفرض أن » مط خطأ غير صفرى حيث 1 - 4 > ()غ/. ولنفرض أن © € تا. 
ایل 

.d(v,v + u) = wt(w + vo + u) = wt(u) > d 

وما أن مسافة 6 تساوي 4 فإن © © » + س وبهذا تستطيع 6 اكتشاف ». من تعريف 
المسافة 4» نرى وجود كلمتين 6 € س ,س حيث 4 = (4)0,0. لنفرض أن Ww‏ + مه = يه غط 
خطأ. عندئذ» © € + م = س ومن ثم © لا تكتشف نط الخطأ » ذا الوزن 4. 5 

لاحظ إمكانية اكتشاف الشفرة © لأنماط أخطاء وزنها أكبر من أو يساوي 4 
ولكنها لا تستطيع اكتشاف جميع أغاط الأخطاء ذات الوزن 4. 

نقول إن شفرة 6 من الدرجة غ في اكتشاف الأخطاء (t Error-Detecting Code)‏ 
إذا تمكنت من اكتشاف جميع أنماط الأخطاء ذات الأوزان التي لا تزيد عن ٤‏ ولكنها 
ددن .على الاق قط طا راسد ورت 8:21 يوبينا ترف ابتعادا إلى المنرهنة 
)١,11,15(‏ أن الشفرة © ذات المسافة 4 هي شفرة تكتشف أنماط أخطاء من النوع 


.4-1 


ون نظرية التشغير والتعمية 
مثال )١,11١,١85(‏ 

مسافة الشفرة (111, 000) = © تساوي 3 = 4. واستنادا إلى المبرهنة (4 )١,١1,9‏ 
نرى أن © تكتشف جميع أنماط الأخطاء ذات الوزن 1 أو الوزن 2 وأن © لا تكتشف 
فط الخطأ الوحيد 111 ذا الوزن 3. نمط الخطأ الوحيد الذي لا نستطيع تطبيق المبرهنة 
)١,۱١,۱٤(‏ عليه هو 000 ولكننا رأينا في التمرين )١,١1١,١8(‏ أن غط الخطأ هذا 
لا يمكن اكتشافه. 4 

كما أسلفنا فالمبرهنة )١,١١,١١(‏ لا تمنع شفرة © من اكتشاف أنغماط أخطاء 
وزنها 4 أو أكثر. في العادة» © تكتشف بعض أنماط أخطاء ذات أوزان أكبر من أو 
تاوق 4 
مثال )1,11١,١5(‏ 

مسافة الشفرة (001,101,110) = € هي 1 = 4. بما أن 0 = 1 - 4 فلا نستطيع 
استخدام المبرهنة )١,١١,١١(‏ لاكتشاف آغاط الأخطاء ولكنها تضمن لنا وجود نمط 
خطأ واحد على الأقل وزنه 1 -4 لا تستطيع © اكتشافه. وكما رأينا في المثال 
)١,99,9(‏ فتمط الخطأ 100 مثال لذلك. لاحظ أيضا أن © لا تكتشف غط الخطأ 010 





حيمك وزنه 1 أيضا. ھ4 

تمارين 

)١,١١,١۷(‏ مسافة الشفرة (0000,1010,0111) = 6 هي 2 = 4. استخدم التمرين 
(١,۱١, ۵(‏ لاثبات أن 6 لا تكتشف فط الخطاً 1010. أثبت أضا أن نمط 
الخطأ هذا هو الوحيد ذو الوزن 2 الذي لا يمكن اكتشافه بواسطة 6. جد 
جميع أنماط الأخطاء التي تستطيع © إكتشافها. 

(۱,۱۱,۱۸) جد جميع أغاط الأخطاء التي تستطيع الشفرة 6 المقدمة في المثال 
)٠,۳,۳(‏ اكتشافها. لاحظ أن و٤‏ تكتشف أتماط أخطاء من النوع 1. 


مقدمة في نظرية التشفير ۳۹ 


)١11,19(‏ لكل شفرة © من شفرات التمرين )١,١١,١۲(‏ جد جميع أغماط الأخطاء 
المضمون اكتشافها من قبل 6 بتطبيق المبرهنة (4 3,19 1,9). 

)١1,1١١1,7(‏ لنفرض أن © هي الشفرة التي تحتوي جميع الكلمات ذات الطول 4 وذات 
الوزن الزوجي. عين جميع آغاط الأخطاء التي يمكن اكتشافها من قبل 6. 


)١,١۲(‏ شفرات تصويب الأخطاء 


Error-Correcting Codes 

لنفرض أنه قد تم إرسال كلمة الشفرة © © ما عبر قناة 85٥‏ ولنفرض أن س هي 
الكلمة المستقبلة ولنفرض أنه قد وقع نمط الخطأ س + س = » أثناء عملية الإرسال. 
عندئذء يكون استنتاج طريقة 18852 صائبا بأن ‏ هي بالفعل الكلمة المرسلة إذا 
كانت » أقرب إلى س من أي كلمة شفرة أخرى. وإذا حصل هذا في كل مرة يقع فيها 
نمط الخطأ »ا بغض النظر عن الكلمة المرسلة فنقول إن © تصوب فط الخطأ u‏ 
Corrects the Error-Pattern 1)‏ ©). أي أن € تصوب فط الخطأ u‏ إذا كان لكل 6 ع س 
u‏ + أقرب إلى ت من أي من كلمات الشفرة 8 کی ومن الممكن صياغة ذلك 
رياضيا بقولنا إن © تصوّب مط الخطأ به إذا تحقق ما يلي : 

٠ ك جه بر غو 17) نا ع عير 9, اع م‎ )10, 17 Fu) <d(w,v + u) 

وقول إن الشفرة © من الدرجة ع في تصويب الأخطاء Error-Correcting Code)‏ €( إذا 
كانت 6 تصوب جميع أنماط الأخطاء ذات الوزن + ولا تصوب نمط خطأ واحد على 
الأقل وزنه 1 + .٤‏ 
مثال )١,١5,١١‏ 

لنفرض أن [111, 2000 = 6. 

(آ) أثبت أن © تصوب غط الخطأ 010 = يا. 


(ب) أثيت أن © لا تصوب نط الخطأ 110 = ». 
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(أ) عند 000 = س لدينا : 


d(000,v + u) = d(000,010) = 1 
d(111,v + u) = 2)111,010( = 2 


وعند 111 = س لدينا: 


d(000,v + u) = d(000,101) = 2 
d(111, + u) = 2)111,101( = 1 


إذن» © تصوب نط الخطأ 010 = ». 
(ب) عند 000 = ١‏ لدينا : 


00000, مد‎ + u) = d(000,110) = 2 
d(111,v + ر(ية‎ = d(111,110) = 1 


وبما أن »+ n‏ ليس أقرب إلى 000 = ص منه إلى 111 = س فترى أن © لا تصوب غط 
الخطأ 110 = A .u‏ 

من الممكن الاستعانة بجدول 181112 لمعرفة أنغاط الأخطاء التى يمكن تصويبها 
بواسطة الشفرة 6. بالنظر إلى أي عمود نمط خطأ نجد أن كل نط من أنماط الأخطاء 
الممكنة (أي كلمات "۸) يقع مرة واحدة في هذا العمود (إذا وقع غمط الخطأ ب مرتين في 
العمود لكلمة شفرة واحد ا فإن » تقع في صمين يقابلان كلمتين مستقبلتين مختلمتين 
را و .W2‏ وبهذا يكون ين + م = Ww,‏ + س = ا وهذا مستحيل ؛ لأن يناع .)w,‏ كما أن 
العلامة * في جدول 184172 توضع بجانب نمط الخطأ » في عمود يقابل كلمة الشفرة م 
إذا كانت :+ < أقرب إلى منها إلى أي كلمة شفرة أخرى. وبهذا نرى أن © تصوب 
فط الخطأ u‏ إذا وجدت العلامة * بجانب » في جميع أعمدة أغاط الأخطاء في 
جدول .IMLD‏ 
مغال )١,١7,7(‏ 

جدول 18111 للشفرة (111, 000] = 6 مبين في الحدول .)١,١(‏ توجد علامة * 


بجانب نمط الخطأ 010 في جميع صفوف وقوعه (الصفان 3 و 6) ولذا فان طريقة «1111.1 


مقدمة في نظرية التشفير 1 
تستنتح عوابا أن الكلمة < هي المرسلة ومن ثم فإن 6 تصوب غمط الخطأ 010. أما 
بالنسبة لنمط الخطأ 110 فلا توجد علامة * بجانبه في صف واحد على الأقل من 
صفوف وقوعه (الصف 4). ونرى أنه لو كانت 111 هي الكلمة المرسلة وأن 001 هي 
الكلمة المستقبلة فإن طريقة 1801.9 تستنتجح خطأ أن الكلمة المرسلة هي 000. ولذا فإن 6 
لا تصوب نط ]خط 110 لاحل ابض أن 6 تصوب جميع أغاط الأخطاء 000» 100, 
0 001 الموضوع بجانبها علامة * في جميع صفوف وقوعها. وبهذا تكون © شفرة 
تصوب أغاط الأخطاء من النوع 1. 4 
مغال )١,١ ”,"١(‏ 

جدول 1۷515 للشفرة (1010,0111, 0000 = 6 مبين في الحدول (5؟7,١).‏ يقع 
فط الخطأ 1010 = » في الصفوف 1ء 7: 13 والوقوع الوحيد الموضوع بجانبه علامة * 
هو الوقوع في الصف 13. ولذا فإن 6 لا تصوّب نمط الخطأ 1010 = ». ولكن © تصوّب 
جميع أغاط الأخطاء 0000ء 0100ء 0001. A‏ 
مثال )١,١ 7, ٤(‏ 

هل الشفرة (110, 001,101] = ٤‏ تصوب نمط الخطأ 100 = يه ؟ 
الحل 

صفوف جدول 1112 التى يظهر فيها نمط الخطأ 100 = » مبينة في الجدول التالى. 


أغاط الأخطاء الكلمات المستقيلة 


4 
101 100 000“ )11 
U01 DON 100 111 
U10 011 111 100” 


بالنظر إلى الجدول نجد أن الوقوع الوحيد لنمط الخطأ 100 = » الموضوع بجانبه * هو 
الوقوع في الصف الثالث. ولذا فإن 6 لا تصوب نط الخطأ 100 = ه. 4 





5 نظرية التشفير والتعمية 
عارين 
)١97,8(‏ لتكن [001,101,110] = 6. هل تصوب الشفرة 6 نمط الخطاً 100 = ين ؟ 
ماذا عن نمط الخطأ 000 = u‏ ؟ 

.[Mا-5 أثبت أن نمط الخطأ نفسه لا يمكن أن يقع في صفين مختلفين من جدول‎ )١,175( 
أثبت أن جميع الشفرات تصوب فط الخطأ صفر.‎ )١ ١70 
أي من أغاط الأخطاء تصوبها الشفرة "۸ = 6 ؟‎ )١١؟,(‎ 

من الممكن استخدام مفهوم مسافة الشفرة لتصميم اختبار لتصويب الأخطاء 
فوا عن انخقداء طريقة 5 الثثافة سانا وهلا اجار هو فحرى اة 
التالية. تذكر أن الرمز [×| يعني أكبر عدد صحيح لا يزيد عن العدد الحقيقي *. فمثلا : 
2 - [2/ركاء 3= إقاء 0 -[1/2]. 
مبرهنة (5,؟5١,١)‏ 

لأكن #اشمر #مينافقها 0 هنانك 6 تصوب جميع أنماط الأخطاء التي وزنها 
لا يزيد عن [4-1(/2)]. إضافة إلى ذلك يوجد على الأقل نمط خطأ واحد وزنه 
[1(/2 -4))] + 1 لا تصوبه الشفرة 6. 
البرهات 

لنفرض أن م مط خطأ حيث 1(/2 - 4) > (/)غ/ا. وليكن © € ۷,< حيث ا + w۔‏ 


سنبرهن أن u(‏ + قا ,ننا) 4 > (نة + س ,010 الآن 


dlw,v +u) + wt(u) = d(w,v +u) + d(v + u,v)‏ (تعريف الوزن) 
dw, wv)‏ > (متباينة المثلث) 
>d‏ (تعريف مسافة الشفرة) 


2wt(u) +1‏ > (الفرض) 


مقدمة في نظرية التشفير e‏ 


إذنء u)‏ + ما,ت)9 = مه < 1 + .d)w,v +0 < wt)u)‏ وبهذا نرى أن 6 
تصوب فط الخطأ :. 
نفرض الآن أن 7W EC‏ حيث 4 = dv, w(‏ الاحظ أن و = .)wt(v + w)‏ 
ولنفرض أن » هو نمط الخطاً الذي نحصل عليه من ۷+ 0 بتغيير علد 
[1(/2 - 4)] -1 - 4 من الواحدات إلى أصفار. عندئذ 
wt(u) = ûd — (d — 1 - ])4 - 1)/2| = 1 + ])8 - 1(/⁄/2 |‏ 
ستبرهشن الآن ان2 تصواب ا وذلك بائبات أن )1 + d(v,v +u) 2 d(w,v‏ 
ندرس الحالتين : 04 فردى و 0 زوجي. 
لنفرض أولا أن ¿ فردي. أى أن 1 + غ2 - 4 حيث ٤72‏ :. في هذه الحالة يكون 
=٤‏ [1(/2 -4)]. من ذلك نرى أن : 
+u) = wi(u) = 1 + +‏ 37,17 01 
ةرما + u) = d(v‏ + مد + +u) = wt(w‏ م1 ,بن 0 
([1(/2 -4)] +1) -4 = 
* ع (2t +1) - (1 +E)‏ = 
وبهذا نرى فى هذه الخحالة أن (» + س ,س)ك < u(‏ + ص,س)4. 
أما إذا كان 4 زوجيا فان +2 = 4 ويكون 1 -غ = [1(/2 - 4)]. من ذلك نجد أن : 
* ع )1 -— +u) = wt(u) = 1 + (E‏ م1 diz,‏ 
u)‏ ,ما + +u) = dv‏ مر عد dlw,v +u) = wtlw‏ 


= 4- (1+ 1(4 -1)/2) 
=2t- (1+ (t—-1) 


> 
وبهذا نستنتج أن (لة + u( = dw,‏ + ما,تة) 4. وعليه نرق أن u‏ + ت لسن أرب إلى 7 
منه إلى س ونخلص إلى أن © لا تصوب ثمط الخطأ :1. 5 


من الواضح : لمانا إلى المبرهنة )١,1١,۹(‏ أن الشفرة ذات المسافة 4 هي 
شفرة تصويب أنماط أخطاء من النوع [1(/2 - 4)]. 


٤٤‏ نظرية التشفير والتعمية 
مثال )1١,97١١١‏ 

مسافة الشفرة (000,111) = € هي 3 = 4. بما أن 1 = [1(/2 - 1)4 فنجد استنادا 
إلى المبرهنة )١,1۲,۹(‏ أن © تصوب جميع أنماط الأخطاء من الوزن 0 أو 1. وكما 
رأينا من المثال (5,9؟ )١,9‏ فان © تصوب فعلاً أفاط الأخطاء 000: 100» 010: 001. 
وزن نمط الخطأ 110 يساوي [1(/2 - 4)] + 1 = 2 وسبق وأن رأينا أن 6 لا تصوّب غط 
الخطاً هذا. 4 

لاحظ أن المبرهنة )١,١١,۹(‏ لا تمنع شفرة © مسافتها 4 من تصويب أنغاط 
أخطاء وزنها أكبر من [1(/2 - 4)]. 
مال 1,1١5,93١‏ 

مسافة الشفرة (001,101) = 6 هى 1 -4 ووزن نط الخطأ 011 = » هو 2 
وهذا أكبر من 1 = [1(/2 - 4)] +1 ومع ذلك فالشفرة © تصوّب نمط الخطأ 011 = » 
كما هو موضح في جزء جدول 1117 التالي. 


0 ]0 اذ ] سجام | » 


O10 O11” 111 O01 
110 111 ظ‎ 011” 101 
عارین‎ 


١,۲,١‏ لكل من الشفرات التالية: 
() عين أغغاط الأخطاء التي تصوبها 6. أنشعت جداول 1۷1٥‏ لبذه الشفرات في 
التمرين .)١,5,7(‏ 
(1) عين أنغاط الأخطاء التى تضمن المبرهنة )١,١۲,۹(‏ تصويبها بواسطة 6. 
C= {101,111,011} (1)‏ 





C = {000,001,010,011} رب‎ 


C = {0000,0001,1110} (ج)‎ 


مقدمة في نظرية التشفير 0 


(د) }1111, 0000,1001,0110{ = م 
(ھ) }11111, 00000{ = C‏ 
و }11011, 11100,00111, 00000{ = م 
(ز) }10001 , 00000,11110,01111{ = C‏ 
ا }101010,010101,111111, 000000{ = C‏ 


117555 استخدم ريقة المثال )١, ١٠١, ١١(‏ لتحديد فيما إذا كانت الشفرة المعطاة 
تصوب أغاط الأخطاء المعطاة. 
(أ) ,100101,010110,001111, 000000{ = C‏ 


110011,101010,011001 , 111100} 
u = 001000 )( 

u = 000010 (ii) 

u = 100100 ii 


C = {1001011,0110101 ,1110010,1111111( (ب)‎ 


u = 0100000 (1) 
u = 01010000 (11) 
u = 1100000 (111) 


6 لكل شفرة من شفرات التعرين ١١,١ ١(‏ راء جد فط طا من الوزن 
[1(/2 - 4)] + 1 لا تصوبه الشفرة. 

(8١,؟7١,١)‏ لمكن © شفرة تحتوى جميع الكلمات ذات الطول 4 وذات الوزن 
الزوجي. عين آغاط الأخطاء التي تصوبها 6. 

)١,1715(‏ لنفرض أن ,نه و را نمطا خطأ طول كل منهما يساوي ۸ ولنفرض أن ا 
و 2لا يتفقان على الأقل في المواقع التي تكون فيها إحداثيات ,» تساوي 1. 
فا قاتت مغرب جه ناتك أنيا تسريه وله يها 
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سنا سابقا أن احتمال وقوع فاط الأخطاء ذوات الأوزان الصغيرة أكثر من 
احتمال وقوع أغخاط الأخطاء ذوات الأوزان الكبيرة (المبرهنة .))١,5,7(‏ وبناء على 


ذلك فعند تصميم الشفرات يجب التركيز على تصميم شفرات يكون بمقدورها تصويب 
أو على الأقل اكتشاف أنغماط الأخطاء ذوات الأوزان الصغيرة. 


لنم (لماي 


الشكرات الخطية 
Linear Codes‏ 


,١(‏ ۲) الشفرات الخطية 
Linear Codes‏ 
إلى هذا الصنف. وبدراستنا لهذا الصنف يكون بمقدورنا توظيف بعض المفاهيم 
الرياضية المهمة التى تساغدنا على حل بعضن المسائل التى سبق وان تاقشناها للشفرات 
التي تنتمي إلى هذا الصنف. 
تقول إن الشفرة © شفرة خطية على الحقل ۸ (ع00© )Lin ear‏ إذا كانت € € v + w‏ 
لكل 6 ع ا,ا. أي أن الشفرة الخطية هي الشفرة المغلقة تحت عملية جمع الكلمات. 
على سبيل المثال؛ الشفرة (000,111) = © شفرة خطية ؛ لأن جميع المجاميع الأربعة : 
0 = 000 + 000 
1 = 111 + 000 


111 + 000 = 111 
111 + 111 = 000 


تنتمي إلى الشفرة 6. ولكن الشفرة (001,101, 000] = ,6 ليست خطية ؛ لأن 


6 € 001,101 ولكن ,6 © 100 = 101 + 001. 


2 
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لاحظ أنه إذا كانت © شفرة خطية وكانت 6 © س فإن 6 € 0 = + ت. وبهذا 
نرى أن أي شفرة خطية يجب أن تحتوي الكلمة الصفرية. ولكن العكس » غير صحيح ؛ 
فالشفرة :6 المقدمة فى الفقرة السابقة تحتوى على الكلمة الصفرية ولكنها ليست شفرة خطية. 
عارین 


: بين أى من الشفرات التالية هى شفرة خطية‎ ),٠,۹( 


C= {101,111,011} () 
C = {000,001,010,011} (ب)‎ 
C = {0000,0001,1110} (ج)‎ 
C = {0000,1001,0110 ,1111} (د)‎ 
C = {00000 ,11111} (ه)‎ 
C = 00000 ,11100,00111,11011( (و)‎ 
C = {00000 ,11110,01111, 10001} (ز)‎ 


(ح) (010101,111111, 101010 , 000000{ = م 
إحدى خصائص الشفرة الخطية التي تميزها عن الشفرات غير الخطية هي سهولة 
حساب مسافتها. فمسافة الشفرة الخطية هي أصغر أوزان كلماتها غير الصفرية. برهان 
هذه الحقيقة السهلة هو فحوى التمرين (4,١.؟).‏ 
تمارين 
(؟١,؟)‏ أثبت أن الشفرة (0000,1100,0011,1111) = 6 خطية وأن مسافتها هي 
2 - 4. 
(5,9,5؟) جد مسافة كل من الشفرات الخطية المقدمة في التمرين ),١,١(‏ ثم تحقق 
من أن ذلك يتفق مع ما وجدته في التمرين .)١,١١,١١(‏ 
(75,1:4) أثبت أن مسافة الشفرة الخطية تساوي أصغر أوزان كلماتها غير الصفرية. 


الشفرات النطية ۹ 

سنرى ف البنود القادمة أن سهولة حساب مسافة الشفرة الئطية ليست الميزة 

الوحيدة التي تجعلها أفضل من الشفرات غير الخطية» بل توجد عديد من الميزات 

الأخرى لبذه الشفرات حيث إن عديدا من المسائل التي يصعب معالجتها للشفرات 
العامة تكون معالجتها سهلة للشفرات الخطية وإليك بعض الأمثلة على ذلك : 

)١(‏ توجد خوارزمية أسهل وأسرع للتنفيذ لإيجاد 241.2 للشفرات الخطية من 
الخوارزمية المقدمة سابقا (في الحقيقة» للشفرات الخطية التي تتمتع بخواص إضافية 
تكون خوارزمية فك التشفير سهلة جدا). 

(۲) تشفير الشفرة الخطية أسرع ويحتاج إلى سعة تخزين أقل من الشفرات غير الخطية. 

(۳) حساب الاحتمالات (82)0,17 مباشر للشفرات الخطية. 

)٤(‏ من السهل وصف أغاط الأخطاء التي تكتشفها الشفرة الخطية. 

)٥(‏ من السهل وصف آغاط الأخطاء التي تصوبها الشفرة الخطية. 

يعد الجبر الخطي من أهم الموضوعات التي نحتاجها لدراسة الشفرات الخطية. 
ففي هذا البند وبعض البنود القادمة سنراجع بعض الحقائق الأساسية من الجبر الخطي 
ونحاول أن نبين أهمية ذلك لنظرية التشفير. معظم البراهين التي لا تعتمد على الضرب 
بعدد قياسي في "۸ هي نسخة مطابقة تماما للبراهين في "۴ ومن ثم سنسقطها. 

تذكر أن فضاء المتجهات ”× على × (يسمى × حقل الأعداد القياسية) يتكون 
من مجموعة من متجهات (أو كلمات) "× معرفا عليها عملية الضرب بعدد قياسي 
وعملية جمع متجهات ويحقق الشروط العشرة التي قدمناها في البند .)١,1/(‏ نقول 
ان وغ اق عا من اا اف و تا 
(Subspace of V)‏ إذا كانت لا مغلقة تحت عمليتي جمع المتجهات والضرب بعدد 


av ل و إن نا ع‎ + Ww أنه إذا کان نا € سw,ں وكان © عددا قياسيا فان نا ع‎ EE 


5 ق نظرية [آ٘ هھ . . وال 3 


وعلى وجه الخصوص › ا أن أعداد × القياسية هي 0 و 1 فقط فتكون 0 فضاءً جزئيا 
من ”۸ إذا وفقط إذا كانت المجموعة الجزئية لا مغلقة تحت عملية الجمع. وبهذا نرى أن 
الشغرة © خطية إذا وفقط إذا كانت فضاء جزئياً من “. فى البدود القليلة القادمة: 
نستخدم مفهوم الفضاءات الجحزئية لتسهيل عمليتي التشهير وفك التشمير. 


(؟,5) فضاءان جزئيات مهمان 
Two Important Subspaces‏ 
نقدم الآن فضائين جزئيين من فضاء المتجهات “۸ وهما مثالان مهمان على 
الشفرات الخطية حيث سيؤديان دورا مهما في دراستنا المستقبلية. سنقدم التعاريف 
والنتائح على فضاء متجهات عام ثم نوظفها لفضاء المتجهات "1. 
تقول إن اله س تر کیب خطي Linear Combination)‏ ) للمتجهات ا ٠٠»,‏ ,رونا روما 
اذا وجدت أعداد قياسية ييه , »٠٠.مه‏ ريه یٹ يكون : 
W = av, + avg + *** + QV‏ 
و جميع التركيبات الخطية لمتجهات المجموعة زمه ,۰ ,د1 رر) = 6 الفضاء 
ا لخطي المو لد باجموعة 5 )$ (Linear Span of‏ ويرمز له بالرمز (5). إذا كانت © = 5 
فنعرف (0) = (5). 
من المعلوم في الجبر الخطي أنه لأى جموعة جزئية 5 من فضاء متجهات ۷ يكون 
الفضاء الخطي المولد الخطي (5) فضاءا جزئيا من ۷ ويُسمى الفضاء الجزئي المولد 
باجموعة .)Subspace Spanned or Generated by 5( S‏ فى حالة فضاء المتجهات “۸ 
يوجد وصف سهل للفضاء الجزئي (5) وهو فحوى المبرهنة التالية. وبا أن (5) فضاء 
جزئي من "× فنسمي (5) من الآن فصاعداء الشفرة الخطية المولّدة بالمجموعة 5 
„(Linear Code Generated by 3)‏ 


الشقراث الخخطية 0١‏ 
مبرهنة ١١,7,؟)‏ 

لتكن K“‏ = 5. تتكون الشفرة (5) = ٣‏ من الكلمات التالية : 
الكلمة الصفرية» جميع كلمات 5؛ جميع مجاميع كلمتين أو أكثر من كلمات 5. 8 
مثال (١7؟,؟,؟)‏ 


إذا كانت (0011,1100, 0100) = 5 فان كلمات الشفرة (5) = 6 هى : 


0000 , 0100, 1100,0011 
0100 + 0011 = 0111 
0100 + 1100 = 1000 
0011 + 1100 = 1 

0100 + 0011 + 1100 = 1011 


وبهذا يكون : 
(5S) = {0000,0100,0011,1100,0111, 1000,1111,1011}‏ = م 4 

رين 
(۲,۳,) جد عناصر الشفرة الخطية (5) لكل من المجموعات ك التالية : 

5 = {010,011,111} () 

(ب) }1010,0101,1111{ = 5 

(ج) }0101,1010,1100{ = 5 

(د) }0001 , 1000,0100,0010{ = § 

(ه) (11000,01111,11110,01010) = 5 


رو (10110, 00011 , 11111 , 01010 , 410101 = 5. 
إدا کان "كل ع ٠٠١, dn), W = (Db, ba, °°°, b,)‏ رههرريه) = V‏ فنعرٌف الضرب القياسي 
أو الضرب النقطي vw (Scalar or Dot Product)‏ للمتجهين تآ و W‏ على النحو التالى : 


LFW = a,b, + db» + + dl, Dy 


۲ : نظرية [آ٘ هھ . : وال 3 


لاحظ أن س٠«‏ عدد قياسي. على سبيل المثال؛ في الفضاء ۸ لدينا : 


11001۰01101 = 1۰0 + 1۰1+0۰1+0۰0 + 1 
=0+1+0+0+1 
= 0 


خارين 
(7,5,؟) جد أمثلة في الفضاء 85 للقاعدتين التاليتين : 

1 ٠ )17 +W) =U ٠ 17 عل‎ UW )أ(‎ 

ب alvw) = (av) ‘w = v0‘ (aw)‏ 
(8:؟7؟) أثبت صواب القاعدتين المقدمتين في التمرين (7,5,؟) ف الغضاء 2. 

نقول إن المتجهين د و س متعامداك (لهصمعم)0) إذا كان 0 = سء . المثال 
المقدم في الفقرة أعلى الصفحة يبين أن المتجهين 11001 = < و 01101 = س متعامدان 
في الفضاء ۸. إذا كانت 5 مجموعة جزئية من "× وكان "۸ ع م فنقول إن م عمودي 
على اجموعة 5 (5 to the Set‏ اOrthogona)‏ إذا كان 0 = ۰w‏ س لكل 5 € .wW‏ أي أن م 
عمودي على جميع متجهات 5. یرمز لمجموعة جميع المتجهات العمودية على 5 
بالرمة ”کو ان المتمم العمو دي على ؟ )$ „(Orthogonal Complement of‏ 

نعلم من الجبر الخطي أنه إذا كانت 5 مجموعة جزئية من فضاء متجهات ۷ فإن 
المتمم العمودي +5 فضاء جزئي من ۷" إذا كانت (5) = 6 في الفضاء "1 فنكتب 


دى = +6 ونقول إن +6 هى الشفرة الشنوية للشفرة © .(The Dual Code of C)‏ 


.065 فنجد أن‎ ١٠/65 المترجمان: بما أن 0 = س٠0 لكل‎ )١( 
: وإذا كان “عا ,س و ×ع فعندئذ لكل 5٤ص لدينا‎ 


=O + 0‏ و١‏ نز ل نيرء 17 ت زية لل نبز ) ١‏ 17 
kv‘ Ww) - ع٠ 0 - Û‏ = عبر٠‏ زموعل) 


وبهذا يكون +5 فضاءا جزئيا من ۷. 


الشف ات الخطية 0 
مغال (,۲,۲) 
إذا كانت 0101 , 0100] = ك فاحسب الشفرة الثنوية +5 = “). 
الحل 
المطلوب إيجاد جميع الكلمات (س,2,ر,x)‏ = < فى 24 التى محقق المعادلتين : 


2۰0100 = Û 
7 ٠ 0101 = 0 
00م‎ 

Û‏ > تير + بو 


وبهذا نرى أن 0 = ما = بر. وأما كل من × و 2 فتأخذ أيا من القيمتين 0 أو 1 (أى عنصر 

من عناصر 8). وبإيجاد جميع الخيارات الممكنة للمتجه < نحصل على = 5١‏ = ) 

4 .)0000 , 0010 , 1000 , 1010} 

تمارين 

١ ,۷(‏ ,) عين الشغرة الثنوية ٥"‏ لكل من الشفرات (5) = 6 المييئة في التمرين (7,؟,؟). 

ني م جد عاك اعلية شعتري ی ركو ماصع ٠ت‏ ناذا مقن الول هن 
أوزان مثل هذه الكلمات ؟ 

(۲,۹,) إذا كانت 5 مجموعة جزئية من فضاء المتجهات 7 فأثبت أن (5) = <(52). 
استخدم المثال (7,5,؟7) لإعطاء مثال لبذه الحقيقة في الفضاء *۸. 

(١١,؟,؟)‏ أثبت أن "("5) = (5) (في الحقيقة : (5) = 52(1) وللشفرات الخطية 6 هذا 


يعني أن م = دردم), 


وآ ؟( الاستقلال والأساس والبعد 

Independence, Basis, Dimension 
تقد مراجعه غامة لعدة معاهيم من الحبر ا لطي نم وصح كقية توظيف هده‎ 
المفاهيم للشفرات الخطية. البدف الرئيس هو إيجاد طريقة فعالة لوصف الشفرة الخطية‎ 


24 نظرية التشغير والتعمية 
دون اللجوء إلى سرد جميع كلماتها. تقول إن مجموعة من المتجهات [ا, ١٠٠,وظارر)‏ = 5 
مرتبطة خطيا )Linearly Dependent)‏ إذا وجدت أعداد قبأسية برك , 22,٠٠“‏ ,ب4 لست 
كلها أصفارا بحيث يتحقق : 
..١. + a, Vy, = Û‏ عل adv, + ava‏ 
وإدا لم تكن ك مرتبطة خطا فقول إنها مستقيلة خطيا .(Linearly Independent)‏ 
أي أن 5 مستقلة خا إذا حمق ما يلي لكل أغداد قباسية يه ٠٠٠,‏ ,يه ريه 
Û‏ = بيه = ۰۰۰ = ون = ره تك 0 = تدع + “.+ av, Favs‏ 
لاختبار فيما إذا كانت مجموعة 5 مُستقلة خطيا تقوم بكتابة المعادلة 
+٠٠١: + a = 0‏ وتايه + رتايت. فإذا كان حل هذه المعادلة هو الحل التافه 5 ا 
0 لكل ,12 = ) نتكون 5 مستثلة E‏ إذا وجد على الأقل حل به 
غير صفري فتكون 5 مرتبطة خطيا. 
مغال 7,9١‏ ؟) 
أثبت أن (1001,1101,1011) = 5 مجموعة جزئية تكقلة خلا ا 
الحل 
لنفغرض أن ۾ » ط  »‏ أعداد قياسية (0 أو 1) حيث : 
a(1001) + b(1101) + c(1011) = 0000‏ 


بمقارنة إحداثيات الطرفين حصل على نظام المعادلاات 


0 - مداع + يج 
b= 0‏ 
C= Û‏ 
وبحل هذا النظام نجد أن 0 = ء = ط = ه. إذن» 5 مستقلة خطيا. 4 


مثال ( ۳,۲ ,۲) 


أثبت أن (011,101,111, 110] = 5 مرتبطة خطيا فى 3. 


الشفرات الخطية 0 0 
ا حل 
نفرض أن ه» ط» ©» 4 أعداد قياسية حيث : 
a(110) + b(011) + c(101) + d(111) = 0‏ 
عقارنة إحداثيات الطرفين نحصل على نظام المعادلات : 
a+c+d - 0‏ 


0 - 24 + قز لد ى 
0= 1 جاع + مم 


وبحل هذا النظام نجد أن 0 = 4 وأن ء = ط = ». وباختيار 1= » = ط = ۾ نستنتج أن 5 
مرتبطة خطيا. 4 
من حقائق الجبر الخطي أنه إذا كانت (0) + 5 مجموعة من المتجهات فتوجد 
مجموعة جزئية '5 من 5 مُستقلة خطيا حيث تحتوي 5 أي مجموعة جزئية أخرى من 5 
ومستقلة خطيأ (أى أن '5 أكبر مجموعة جزئية من 5 مستقلة حل المثال التالي يبين 
كيفية إيجاد مثل هذه المجموعة '5. 
مثال ("," , ”7 ) 
بيتا 5 لمال (؟ ,", ؟) أن المجموعة (011,101,111, 1110 = 5 مرتبطة كل 
حيث وجدنا : 
0 = (0)111 + (1)101 + (1)011 + (1)110 
وبهذا نستطيع كتابة 101 كتركيب خطي لكلمات 5 الأخرى : 
(0)111 + (16011 + (1)110 = 101 
إذا اعتبرنا أن ترتيب كلمات 5 هو الترتيب المعطى فنرى أن 101 هى أول كلمة يمكن 
كتابتها كتركيب خطي لكلمات 5 السابقة لها وهي 110: 011. بحدف هذه الكلمة 
من 5 حصل على جمو عة جديدة 1113, 011, 110 = '5. إذا كانت '5 مستقلة خا 


تتوقف وتكون '5 هى الجموعة الحزئية المستقلة د من 5 المتشودة. أما إذا كانت "5 


01 نظرية التشفير والتعمية 

مرتبطة خطيا فنقوم بحذف أول كلمة يمكن كتابتها كترتيب خطي للكلمات السابقة لها 
لقصل على مرغ جد 3 رفا إل أن عمل على وغ اة هتا 
رد للك کون عله أكبر جرا حوفة عد # قل خط هله الفوعة ل ال 
هذا هي '5. 1 
رين 

(4.,؟) بين أى من المجموعات التالية مُستقلة خطيا. وإذا كانت الجموعة مرتبطة خطيا 


)أ( }1101,1110,1011{ = £ 
رب }101,011,110,010{ = § 
رخ }0011, 1101,0111,1100{ = 5 
(د) }0001 , 1000,0100,0010{ = $ 
(ه) }1000,1100,1110,1111{ = 5 
رو (1001,0101, 1100,1010) = S‏ 
(ز) }0110,1010,1100,0011,1111{ = 5 
(ح) }010101, 101010 ,111000,000111{ = § 


(ط) 10101010,01010101,11111111, 00000000{ = 5. 
TE‏ 7س E E‏ 
تحتوي الكلمة الصفرية. في الحقيقة أي مجموعة من المتجهات التي تحتوي المتجه الصفري 

هي مرتبطة خطيا. 
نقول عن مجموعة جزئية غير خالية 8 من فضاء متجهات ۷ إنها أساس 
(83515) للفضاء ۷ إذا حققت الشرطين التاليين : 
)١(‏ 8 تولد ۷ (أي أن ۷ = (8)). 


(۲) 8 مستقلة ا 


الشفرات النطية 0۷ 

لاحظ أن أي عبيخة ا ككل 8 هي أساس للفضاء (8). وبما أن أي 
مجموعة ك من المنجهات المرتبطة خطيا وغير الصفرية تحتوي على أكبر مجموعة جزئية 
مُستقلة خطياً 8» فنستطيع أن نحصل على أساس 8 كمجموعة جزئية من 5 للفضاء (5). 
إذا كانت (0) = 5 فنقول في هذه الحالة أن أساس 5 هو امجموعة الخالية ©. 
مثال (5 ,۷ ؟) 

وجدنا في المثال (١,"7,؟)‏ أن المجموعة (1001,1101,1011) = 5 مستقلة ا 
وبهذا تكون 5 أساسا للشفرة , 0010 ,0100 ,1101,1011 ,1001 ,0000{ = )$( = C‏ 
}1111 ,60 التي هي فضاء جزئي من “۸. ش 
مثال ,",5١‏ ؟) 

وجدنا في المثال (7,,؟) أن المجموعة (110,011,101,111] = 5 مرتبطة ا 
وفي المثال ۳,۳ ,) وجدنا أن (110,011,111) = 'ى = 8 هي أكبر مجموعة جزئية 
تبعل كنل من اك وموك اكوق ف اناما للغدرة حم 4 

في المثالين السابقين بينا كيفية إيجاد أساس للشفرة (5) = 6 المولدة بمجموعة 
جزئية غير خالية 5 من ”۸. لإيجاد أساس للفضاء الثنوي +6 نقوم بإيجاد أكبر مجموعة 
حزاكية ا خط من + بالطريقة الق لقال 8 ارم 
رين 
(۲,۳,۷) جد أساسا 8 للشفرة (5) = © لكل مجموعة من المجموعات المبينة في التمرين 

(75,؟) ثم جد أساسا +8 للشفرة الثنوية +6. 

وجدنا في المثال (5,*,؟) أن المجموعة الجزئية (110,011,111) = 8 هي أكبو 
جموعة ج غ خط ام اا [110,011,101,111) = 5. المجموعة 8 هذه 
لست وحيدة فاجمموعة [110,101,111) = ,8 هي أيضا أكبر مجموعة خا ثيه ا 


خطيا من 5 ومن ثم فهي أيضا أساس للشفرة (5) = 6. 


0۸ نظرية التشفمر و التعمية 


في العموم يكون لفضاء متجهات ۷ عدد كبير من الأساسات ولكن جميع هذه 
الأساسات تحتوى على العدد نفسه من العناصر. يسمى هذا العدد بعد فضاء المتجهات 
IT (Dimension of the Vector Space)‏ له بالرمز .dim۷‏ بعد الفضاء "۸ يساوي 71 ؛ 
لان جميع الكلمات ذوات الطول ۸ والوزن 1 أساس للفضاء ”7. ومن جهة أخرى 
أساس الفضاء الصفري (0) هو © ومن ثم فبعده 0. 
ثمرين 
(8,", ؟) جد بعد كل من الشفرات (5) = © والشفرات الثتوية +6 المقدمة في التمرين 

(۲,۲,۲۳) (انظر أيضا التمرين (,7,؟)). 

يزودنا أساس الشفرة الخطية بطريقة فعالة لوصف الشفرة؛ لأنه إذا كان 
Po," Pe}‏ روقة! أساسا لای فضاء متجهات ۷ وكان 6۷ س فيمكن كتابة س بطريقة 
وحيدة كتركيب خطي لعناصر الأساس برانة , *** موقا ,01 5 يمكن إيجاد أعداد قياسية 
وحيدة ,0 , 02,٠٠‏ ,01 کیٹ یکول اې + ۰۰ + وثايوه + راږه = .wW‏ 
مثال ( ۳,۹ ,۲) 

أكتب 011 = س كتركيب خطى وحيد لكلمات الأساس (110,001,100) 

للفضاء 3 »×. 
احل 

ستجد أغدادا انا 8 طءء غيث يكون : 

a(110) + b(001) + c(100) = 1‏ 
وبمقارنة طرفي المعادلة حصل على النظام : 
Û‏ > م + ين 


a= 1 
b =1 


وبهذا نرى أن 1 = » = ط = ۾ ويكون : 
(1)100 + (1)001 + (1)110 = 011. شر 


الشفرات النطية 2 
رين 
(۲,۳,۱۰) اكتب كلا من كلمات *2 التالية كتركيب خطي وحيد لكلمات الأساس 
([1110,1111, 1100 , 1000). 

() 0011 (ب) 1010 (ج) 0111 

(د) 0001 (ه) 0000 

وحقيقة أخرى مهمة عن فضاءات المتجهات هي أن أي جموعة جزئية مستقاة 
خطيا من فضاء متجهات تكون محتواة في أساس لذا الفضاء. والمثال التالي يبيّن لنا 
كيفية إنجاز ذلك. 
مغال (99,.",؟) 

المجموعة الحزئية (001, 110 = 5 مُستقلة خطيا فى الفضاء ۸. سنقوم بتوسيع 5 
إلى أساس للفضاء × على النحو التالي : نضيف أولا أساسا معلوما للفضاء ۸3 
وليكن (100,010,001) إلى امجموعة 5 وبهذا نحصل على مجموعة جديدة هي 
(110,001,100,010,001) = ركى. الآن نستخدم الطريقة المتبعة في المثال (5,7,؟) 


لإيجاد أساس للفضاء ۸7 كمجموعة جزئية من ,5. ويكون هو الأساس المنشود. 1 
تمرين 
i ERE)‏ للفضاء *! يحتوي المجموعة [1001,1111]. 
(ب) وسع المجموعة (101010,010101) إلى أساس للفضاء ؟۸. 
مبرهنة (7١,7,؟)‏ 
عدد كلمات شفرة خطية بعدها # يساوي *2. 

البرهات 

إذا كانت © شفرة خطية بعدها ۸ وكان (يرتا,-٠٠,وتاروط)‏ بايا للشعرة © فمن 
الممكن كتابة أي كلمة 6 ع س على الصورة : 


F ٠٠١ + Qa,‏ وثاجة aU FT‏ = ا 


ا نظرية التشف. وال 3 
تا مانا ,°°° A, Ua,‏ أعداد و ك۵ ق .K‏ وبا أن 0 = A‏ أو 1 = بن لكل 12k‏ = 


فيو جد *2 من الخيارات المختلفة للأعداد به ,٠٠٠,ره‏ ,ريه ويهذا نرى أن عدد كلمات 6 


يساوي “2. 9 
ويمكن برهان المبرهنة التالية باستخدام حقائق بدائية من نظرية أنظمة المعادلات 
| لخطية. 


مبرهنة ( ۳,١ ٤‏ ,۲) 
لتكن (5) = 6 شغرة خطية مولدة بالمجموعة الجزئية 5 من "8. عندئذ : 
dimC + dimC* = n‏ 
تمارين 
(۲,۳,۱۵) تحقق من صواب المبرهنة (5 ۱ ,۲,۳) باستخدام إجابات التمرين (/,17,؟). 
),۳,١١(‏ افرض أن 5 مجموعة جزئية من 7× وأن (5) = 6 وافرض أن بعد 62 
يساوي 3. 
ال د 
(ب) جد عدد كلمات 6/. 
(/0١,,5؟)‏ افرض أن 5 مجموعة جزئية من × وافرض أن ,00001111 , 11110000) 
(10000001 أساس للشفرة الثنوية +6. جد عدد كلمات (5) = 6. 
(14,"؟) المبرهنة (4 ١‏ ,“7,؟) صحيحة أيضا للفضاء "8 حيث كل متجه ينتمي إلى 
1 يكتب بطريقة وحيدة كمجموع متجهين أحدهما ينتمي إلى (5) والآخر 
بنتمی إلى +5 حيث [0) = +5 0 (5). (فمثلا في 187 خذ (5) المستوى × 
و “5 حور 2). استخدم [000,101] = 5 لإثبات عدم صواب ذلك في 


المضاء “). 


الشفرات الخطية 11١‏ 


النتيجة الأخيرة في هذا البند تتعلق بعدد الأساسات المختلفة للشفرة الخطية 
حيث إن عدد أساسات أي فضاء جزئي من ”18 هو عدد غير منته ولكن هذا العدد منته 
للمضاءات الحزئية من ۸۳ وهذا ما تزودنا رك الممرهنة التالبية. 
مبرهنة ,7",١59(‏ ؟) 
إذا كان بعد الشفرة الخطية يساوي 4 فإن عدد أساساتها المختلفة يساوي : 
1عيزر 1 
kK _ 2i‏ لت 
2 - “2| | 
i=0‏ 
مثال ( ۳,۲١‏ ,۲) 
بعد الشفرة الخطية 4 يساوى 4. وبهذا نجد أن عدد أساسات K*‏ المختلفة يساوى : 
1 17 
0 = (23 - *22()2 - *2()2 - 1()24 - 24) 2 = (21 - | | 
| 1 
لاحظ أن أى فضاء حزثى من "۸ حيث 4 2 ۸1 وحيث جاده يساوى 4 يكون عدد 
أساساته المختلفة يساوي 840. A‏ 
تمارين 
(521:51) ليكن و8 غدد أساسات "۸ المختلفة. حقق من صواب أعداد الجدول 





(۲,۳,۲۲) جد جميع أساسات كل من عرو K3‏ 

595؟,",7) جد عدد الأساسات المختلفة لكل من الشعرات (5) = 6 حيث : 
)1( }001,011,111{ = $ 
(ب) }1010,0101,1111{ = 5 


(ج) }0101,1010,1100{ = $ 


5 نظرية التشفير والتعمية 


(د) }0001 , 0010 , 0100 , 41000 = S5‏ 
هه }11000,01111,11110,01010{ = 5 


(و)ك (10101,01010,11111,00011,10110] = 5. 


(5,4) المصفوفات 
Matrices‏ 
المصموفة من الدرجة ۸× ۳ هى مستطيل من الأعداد القياسية عدد صفو فه 
(140385) يساوى وعدد أعمدته (00111113135)) يساوى 7. سنمترض أن القارئ على 
دراية بجبر المصفوفات على الأعداد الحقيقية. سنراجع في هذا البند المفاهيم البدائية من 
نظرية المصغوفات التى نحتاجها لدراسة نظرية التشغير. 
إذا كانت 4, مصعوفة من الدرجة ۸ × 72 وكانت 8 مصعوفة من الدرجة م ×" 
فإن حاصل الضرب 48 هو مصفوفة من الدرجة ص ×" حيث عنصرها في الموقع زن 
(أى في الصف : والعمود [) هو الضرب القياسى للصف ¡ من المصفوفة 4 مع العمود ار 
من المصفوفة 8. على سبيل المثال : 
101 
0tt 011 0‏ 
ا 101| 01011 
100 
لاحظ أن عدد أعمدة المصفوفة الأولى (التى على اليسار) يجب أن يساوى عدد 
صموف المصفوفة الثانية (التى على اليمين) ل يكون الضرب معر فا. 
رین 
),٤,١(‏ جد حاصل ضرب كل زوج من المصفوفات التالية كلما أمكن ذلك. 


l= e-o 
4 = 00101|, 8 = |1001|, > ALD = 
11011 101101 1010 


1100 101011 1101 





تبقى القواعد الحبرية المعتادة للمصفوفات على الأعداد الحقيقية صحيحة على 
المجموعة ». المصفوفة الصفرية (212)32 20) من الدرجة 717 هي مصفوفة من 
الدرجة : ×" جميع عناصرها أصفار. المصفوفة المربعة 1 من الدرجة ^ × ١‏ التي تكون 
عناصر قطرها الرئيس (ر- ) تساوي 1 والعناصر الأخرى تساوي 0 هي المصفو فة 
اغايدة )1dentity Matrix)‏ من الدرجة ۸× ۸ وتحقق 4 = 41 و 4 = 14. 

التمارين الثلاثة التالية تتناول ثلاث قواعد جبرية غير حققة للمصفوفات على 1. 
تمارين 
٤, ۲(‏ ,۲) جد مصفوفتين 4 و 8 من الدرجة 2 × 2 على × بحيث يكون 24 عد 48. 
(,7,5) جد مصفوفتين 4 و 8 غير صفريتين من الدرجة 2 ×2 على بحيث يكون 

.AB - 0‏ 
(5:5:؟) جد ثلاث مصفوفات 4 و 8 و 6 من الدرجة 2 2 على × بحيث يكون 
6 = 48 ولكن € + 8. 

یو جد نوعال من العمليات الصفية الأولية (Elementary Row Operations)‏ التي 
تجرى على مصفوفات معرفة على × هما : 

)١(‏ تبديل صفغين. 

(۲) استبدال صف بحاصل جمعه مع صف آخر. 

نقول إن مصفوفتين متكافئتين صفيا )R٥w Equivalent)‏ إذا استطعنا الحصول 
على إحداهما من الأخرى بإجراء متتالية منتهية من العمليات الصفية الأولية. ونقول 
إن العدد 1 في مصفوفة 11 على »× هو عنصر متقدم )Leading Element)‏ إذا لم يكن 
هناك 1 على يساره في الصف الواقع فيه. كما يُسمى عمود من ١‏ عمودا متقدما 
)Leading Cum)‏ إذا احتوى على 1 متقدم. ونقول إن مصفوفة ۸1 هي على صيغة 


درجية ص (Row Echelon Form)‏ أو اختصارا على صيغة 8181 إذا كانت جميع 


: 5 نظرية ]اده : : وال 71 


صفوف 11 الصفرية (إن وجدت) واقعة أسفل المصفوفة وكان كل عنصر 1 متقدم يقع 
على يمين العنصر 1 المتقدم في الصفوف الأعلى. وأخيرا نقول إن مصفوفة // على صيغة 
درجية صفية مختزلة (Reduced Row Echelon Form)‏ أو اختصارا على صيغة RREF‏ 
إذا كانت على صيغة R۴۴‏ وكل من أعمدتها المتقدمة يحتوى على العدد 1 في صف 
واحد فقط وجميع الأعداد الأخرى في ذلك العمود أصفارا. 

من الممكن وضع أي مصفوفة معرفة على × على صيغة ۸۴۴ أو 211517 بإجراء 
متتالية منتهية من العمليات الصفية الأولية. وبهذا نرى أن أي مصفوفة تكافئ صفيا 
مصفوفة على صيغة REF‏ أو .RREF‏ الصيغة 81171 لمصفوفة ما وحيدة ولكن من 
الممكن أن يكون لہا العديد من صيغ 8181. 
مثال 4,5١‏ ,") 

عين صيغة 211515 للمصفوفة 1 المبينة باجراء عمليات صفية أولية. 


امحل 


1011 1011 ۰ | 
1ه ل 1010 = M‏ (اضافة الصف ١‏ إلى الصمين و (r‏ 
0110 1101 
T1011]‏ ظ 
0ج (تبديل الصفين 2 و 3) 
0001 
10107 
|110 5 (إضافة الصف ۳ إلى الصف 1) له 
0001 
حرین 


(4,5,؟7) جد صيغة 8218187 لكل من المصفوفات الأربع المقدمة في التمرين ١(‏ ,5 ,؟). 


الشفرات النطية 10 


منقول مصفوفة (×أ)ھM‏ ه نه أدمرحصة1) 4 من الدرجة 7171 هى مصفوفة 
4 من الدرجة 2*7 حيث العمود ¡ من 4 هو الصف 1 من ”4. فمثلاء منقول 


0 6 
00 | 4هو | - "4. سنحتاج إلى الحقيقتين التاليتين عن منقول المصفوفات : 
0111 

L100 


„(AB)" = BTA" و‎ (AT) = A 


(5,؟) أساسات لكل من (5) - © و 2م 
Bases for C = {$} & C^‏ 

تقدم في هذا البند خوارزميات لإيجاد أساسات للشفرة الخطية وثنويتها وستساعدنا 
هذه الخوارزميات كثيرا في دراسة الشفرات الخطية. 

لنفرض أن 5 مجموعة جزئية غير خالية من *5. الخوارزميتان التاليتان تقدمان لنا 
سات للشقرة اة( تع الو لدة بالممموعة 8 
خوارزمية )٠,١,١(‏ [إيجاد أساس للشفرة 6 ] 

لتكن المصفوفة 4 هي المصفوفة التي صفوفها كلمات 5. جد REF‏ (أو (RREF‏ 
للمصفوفة 4 بإجراء عمليات صفية أولية. عندئذ» الصفوف غير الصفرية في الصيغة 
۴ هى أساس للشفرة (5) = 6 

لتبرير صواب الخوارزمية لاحظ أن صفوف 4 تولد © وأن العمليات الصفية 
الأولية إما أنها تبدل كلمات أو تقوم باحلال كلمة (صف) مكان كلمة أخرى تنتمي 
إلى © ونتيجة لذلك نحصل على مجموعة جديدة من كلمات الشفرة التي لا زالت 
تولد 6. ومن الواضح أيضا أن الصفوف غير الصفرية من صيغة ۸۴۴ مُستقلة خطيا. 
مثال (؟,5,؟) 


عين أساسا للشفرة الخطية (5) = 6 حيث [11010, 01011, 10110, 11101 = 5. 


5" نظرية التشفير والتعمية 


الحل 
بوضع كلمات 5 كصفوف المصفوفة 4 وإيجاد صيغة ۴۴ محصل على : 
11101 11101 1101 
11| ,_ |01011[ ,_ |10110[ _ 
00111 01011 1 ` 
L110101 1001111 ١00‏ 
ويهذا نرى استنادا إلى الخوارزمية ( ,8 ,؟) أن (11101,01011,00111) أساس 
للشفرة الخطية (5) = 6. وصيغة 8131 أخرى للمصفوفة ۸ هى : 


11101 


01101 
00111 


UOOO0 

ويكون [11101,01101,00111) اسا كر للشفرة الخنطية (5) = ). 4 
ملحوظة 

لاحظ أن الأسانى الذى قا علد هن ا هة قرش أن لسن وحيدا 
كما هو موضح في المثال (8,7؟). كما أن الأساس ليس بالضرورة أن يكون مجموعة 
جزئية من 5. 
رين 
(8,5,؟) استخدم الخوارزمية )٠,١,١(‏ لإيجاد أساس للشفرة الخطية (5) = 6 لكل 

من الجموعات 5 التالية. 


)أ( }010,011,111{ = 5 
(ب) }1010,0101,1111{ = S‏ 
لح }1100 , 0101,1010{ = 5 
د( }0001 , 0010 , 1000,0100{ = 5 
(ه) (01111,11110,01010, 11000 = 5 


و }10110 , 10101,01010,11111,00011{ = $ 


الشفرات النطية 1۷ 


(ز) }0110,1010,1100,0011,1111{ = 5 

رح }010101, 101010 , 000111, 111000{ = 5 

(ط) 01010101,11111111, 10101010, 00000000{ = 5. 
خوارزمية )٠,١,٤(‏ [إيجاد أساس للشفرة © ] 

ضع كلمات 5 كأعمدة لمصفوفة 4. استخدم العمليات الصفية الأولية على 
المصفوفة 4 لإيجاد صيغة 887 (أو .)RR۴۴‏ عين الأعمدة المتقدمة في صيغة .۸۴٤۴‏ 
عندئذ» أعمدة المصفوفة 4 التي تقابل الأعمدة في صيغة 887 هي أساس للشفرة 
الخطية (5) = 6. 

من حقائق الجبر الخطي اه ا كانت أعمدة مصفوفة إن هله خطيا فان 

أعمدة المصفوفة التي نحصل عليها بعد إجراء عدد من العمليات الصفية الأولية 
على قر انكون: ابت اة خطياء ومن السيل نات ان الأغبلة الق أف 
على صيغة 817 مُستقلة خطيا. 
مغال (ه,ت,؟) 

استخدم الخوارزمية (8,5,؟) لإيجاد أساس للشفرة الخطية (5) = 6 حيث ؟ 
هي كما في المثال (؟ ,2 , ؟). 


احل 
بوضع كلمات 5 كأعمدة لمصفوفة 4 وإجراء عمليات صفية أولية لإيجاد صيغة 
17 حصل على : 
1101 1101 1101 
0110 0110 1011 
A = |1100| ¬» |0001| ¬» |0001‏ 
000 |0111| |0111 


0 101111 10101 
الأعمدة المتقدمة في صيغة R۴۴‏ هى 1»: 2: 4 وبهذا تكون كلمات الأعمدة 1ء 2: 4 


من المصفوفة 4 وهى [11010, 10110, 11101] أساسا للشفرة الخطية (8) - 2.6 له 


1A۸‏ نظرية التشفمر و التعمية 


ملحو ظة 
لاحظ أن الأساس الذي نحصل عليه من الخوارزمية ٤(‏ ,8,؟7) للشفرة (5) = 6 
هو مجموعة جزئية من المجموعة 5. 
رين 
(8,5,؟) استخدم الخوارزمية ),١,٤(‏ لإيجاد أساس للشفرة (5) = 6 لكل مجموعة 
5 من مجموعات التمرين (8,7,؟7) ثم قارن إجاباتك. 
الخوارزمية التالية تُزودنا بأساس للشفرة الثنوية 601 والتى سنستخدمها في العديد 
من المواقع في هذا الكتاب. تقدم ا عدم اا م افا ابا CEN‏ أن 
الخوارزمية (۲,9,۱) هي جزء منها. 
خوارزمية (/ا.5,؟7) [إيجاد أساس للشفرة 61 ] 
() ضع كلمات 5 كصفوف مصفوفة ۸. 
(۲) استخدم العمليات الصفية الأولية لإيجاد صيغة ۸۴۴ للمصفوفة 4. 
(۳) افرض أن 6 هي المصفوفة من الدرجة ^ × 4 المكونة من صفوف ۸۸٤۴‏ غير 
الصفرية. 
)٤(‏ افرض أن × هي المصفوفة من الدرجة (/ - ۸) × #6 التى نحصل عليها من 6 
نحذف أعمدة 6 المتقدمة. 
(5) افرض أن ۸ هى المصفوفة من الدرجة (۸ - )١‏ × ۸ التى نحصل عليها كالتالى : 
(أ) صفوف 1 المقابلة لأعمدة 6 المتقدمة هي صفوف × (مع المحافظة على 
الترتيب نفسه). عدد هذه الصفوف يساوي 6. 
(ب) ضع في بقية صفوف 7 (وعددها # - 2) المصفوفة الحايدة 1 من الدرجة 
(۸ -) × (۸ - ) (مع المحافظة على الترتيب نفسه). 


.6+ أعمدة 8# هى أساس للشفرة‎ )١( 


الشفرات النطية 15 


لقسط أن أعبدة #الإأعدنها 1 6) معقلة غطاوان: 
dimC* = n - dimC = n — k‏ 

كما أن 0 = × + × = 6# (بعد القيام بالتبديل اللازم لأعمدة 6 وصفوف 7). 
وهذا يبرر صحة النوارزمية. 

الوصف التالى للخوارزمية ),١,۷(‏ يساعد على تذكرها. لاحظ أن عدد 
أعمدة 6 المتقدمة يساوي «». بتبديل أعمدة 6 بحيث تصبح أعمدتها المتقدمة في البداية 
وبهذا تكون بقية أعمدتها هي المصفوفة ×. نعيد الآن تسمية المصفوفة 6 ونسميها '6. 
أي أن ۸1| ]= "6 

بهذا نرى أن خطوات الخوارزمية (/,8,؟) تأخذ المسار التالى : (1|1) 

.(RREF) 4¬ [6| 01) 

(9) [تاءا] = '6 (بعد تبديل أعمدة 6). 

= 

ر درن بتبديل صفوف '# (هذا التبديل 
هو عكس التبديل الذى استخدمناه لتبديل أعمدة 6). 
مثال (۲,۵,۸) 

استخدم الخوارزمية (/ا,8,؟) لإيجاد أساس لل للشفرة الثنوية +0 حيث 5 هي كما 
فل الخال 1 E‏ 
امحل 

_ [10110| _, (01011| _, [01011| _, | 1 


|1 00111 00111 00111 
00000 00000 


وهذه هى صيغة 11581 للمصفوفة ۸4. عندئل : 


a - 1 0 10001 


11010 00000 


100| 1 01 
„û = |O10|11| ¢ X = |11| عل ؛‎ = 3 
0011 11 11 











٠‏ “را نظرية التسشقم وآ لتعمية 


أعمدة 6 المتقدمة هي 1ء 2ء 3 ومن ثم تكون × هى الصفوف 1ء 2: 3 على 
التوالى من المصفوفة 8 ذات الدرجة (3 - 5) × 5. أما بقية صفوف 87 فهى المصفوفة 


المحايدة من الدرجة 2 × 2. وبهذا نحصل على : 


01 
11 
H -]1 
10 
01 


وتكون أعمدة 8 هى الأساس المنشود للشفرة +6. لاحظ أيضا أن صفوف 6 ھی 
أساس للشفرة (5) = ٥ء‏ وذلك استنادا إلى الخوارزمية A .),۵,١(‏ 
مثال ١6,5,؟)‏ 

لنفرض أن 10 = ۸ وأن 5 مجموعة جزئية من "× وأن صيغة 88171 للمصفوفة ۸ 
التى صل عليها من الخوارزمية (لا, ه, ؟) تحتوي على الصفوف غير الصفرية التالية 


(صفقوف 6) : 


1010010101 


0001010001 
) = | OOOO0100100 


0000001001 
0000000011 


أعمدة 6 المتقدمة هي الأعمدة 1» 4ء 5ء 7ء 9» وبعد تبديل أعمدة 6 لتصبح 
الأعمدة المتقدمة في البداية نحصل على الترتيب 10ء 8ء 6> 3: 2ء 9» 7ء 5» 4ء 1. 


وبهذا نرى أن : 


110102021 


01000 | 00101 
.6' = | 00100| 0 


00010 | OOO01 
00001" 00001 


الشفرات المخطية ۷١‏ 


1 011117 1 011117 
4 |00101 2 | 10000 
5 |00010 3 | 01000 
7 | 00001 4 | 00101 
H' = [*| = 00001 | 9‏ 5 |00010[ _ ىن 
2 |10000 11 5 6 |00100 
3 |01000 7 | 00001 
6 |00100 8 | 00010 
8 |00010 9 | 00001 
10 000011 00001110 
وأخيرا تكون أعمدة 8# أساسا للشفرة +6 وذلك استنادا إلى الخوارزمية (۳,۵,۷). لله 


ععارين 
(5,8,9) استخدم الخوارزمية (/ا,78) لإيجاد أساس للشفرة +6 لكل من الشفرات 


)( }010,011,111{ 52 
(ب) }1010,0101,1111{ = $ 
(ج) }0101,1010,1100{ = 5 
(د) }0001 , 0010 , 0100 , 41000 = 5 
(ه) (01010, 11110, 01111, 11000{ = $ 
)و ([10101,01010,11111,00011,10110) = ؟ 
(ز) (40110,1010,1100,0011,1111 = 5 
(ح) (000111,101010,010101, 111000 = 5 


(ط) }11111111, 10101010,01010101, 00000000{ = $. 
)۲,9,١١(‏ استخدم ترميز الخوارزمية (9,۷,) لتفسير صواب المعادلة 0 = 61[1. 
(؟85,9,؟) لكل من الجموعات 5 التالية؛ عيّن أساسا 8 للشفرة (5) = 6 وأساسا 82 

للشهرة الثنوية +61 يا الخوارزمية (/82,1,؟): 


V۲‏ نظرية التشفير والتعمية 
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§ = {1000000,1111000 ,000111, 111111} (1) 


5S = 11101000 , 0110100 , 0011010 , 0001101 , 1000110 , (ب)‎ 


0100011 , 1010001} 

(ج) , 1000111 ,0001111, 0011110 , 1111000,0111100{ = 5 
}1100011,1110001 

(د) ,101101110,011011101,110110010,011011110{ = 5 
}111111101 


(ھ) 000000000, 010010010,111111111, 100100100{ = 5 


(و) 000001 , 000101 , 001111 , 001000, 001101{ = 5 


(",۲) المصفوفات المولدة والتشفير 
(renerating Matrices & Encoding‏ 
نوظف الآن المفاهيم التي درسناها في البنود القليلة السابقة لإيجاد مصفوفة مهمة 
للشفرات الخطية ونبين كيفية استخدام هذه المصفوفة لإرسال الرسائل. 
نحتاج أو لا إلى بعص المفاهيم الأولية. تُعرف رتبة مصفوفة 4 )4 (Rank of a Matrix‏ 
على × ونرمز لہا بالرمز 4 7671# على أنها عدد الصفوف غير الصفرية في صيغة R۴۴‏ 
للمصموفة. بعد الشفرة C (Dimension of the Code)‏ هو بعد ) كمضاء جرني من *۸. 
إذا كان طول الشفرة 6 يساوي ۸ وبعدها يساوي # ومسافتها تساوي 4 فنقول إها 
شفرة خطية من النوع (4 k,‏ ,) (ع00© (-inear‏ , ,)). هذه الأعداد الثلاثة » الطول 
والبعد والمسافة هي المعلومات الأهم التي يجب معرفتها عن الشمرة 6. إذا كانت 6 
شفرة خطية طو لبا ۸ وبعدها | فنعني عصفو فة مو لدة )Generation Matrix)‏ للشفرة 26 
أي مصفوفة #سقر لها انان العثرة 7 لاسكا أن درحة CE‏ 
هي ١‏ × / وأن رتبتها تساوي 6. وبهذا نحصل على المبرهنة التالية : 


الشفرات النطية YT‏ 

مبرهنة (١,5,؟)‏ 

تكون رة 6 معقوفة اة اة عة 6 وفقط رخا اك مقوف:7 
مُستقلة خطيا. آي أن رئبة 6 تساوي عدد صفوف 6. ا 

وما أن للمصفوفات المتكافئة صفيا الرتبة نفسها فإننا نمحصل على المبرهنة التالية : 

مبرهنة (؟,5, ؟) 

إذا كانت 6 مصفوفة فو لذة للشفرة الخطية 6 فان أي مصفوفة مكافئة 2 
للمصفوفة 6 هي أيضا مصفو فة ا للشفرة 6. على وجه الخصوص› لأي شفرة 
خطلة م ركون لبا ممقونة بي اده على ضينة 7 _- 

لإيحاد مصفوفة مولدة لشفرة خطية 6 نضع كلماتها كصفوف لمصفوفة 4. وبا 
أن (6) = »٤‏ نستخدم الخوارزمية )75,8,١(‏ أو الخوارزمية (/8,1,؟) لإيجاد أساس 
للشهرة 6. عندئذ ؛ تكون المصفوفة التي صفوفها كلمات الأساس هي مصفوفة ا 
للشعرة )). 
مال ( ,رآ ؟) 

عين متو انه هو اذه للشفرة الخطية [1001, 0111 , 1110, 0000 = 6 
الحل 

بإنشاء المصفوفة 4 التى صفوفها كلمات © واستخدام الخوارزمية ),١,۱(‏ 
نحصل على : 








1110 1110 1110 0000 
0111 5 0111 0111 1110 = 
0000 0111 1001 0111 
OO00 0000 0000‏ 1001 
110 
وبهذا نرق أن (î = e‏ مصهو فك ا للشغرة i‏ ها إدا استخدمتا الخوا, رمك 
1001 
هَ 5 ۶ 58 0 n‏ 0111 
و۷ ؟) فنجد أن صيغة RREF‏ للمصموفة 4۸ هي 8 وتكون 0 
0000 


NNT 


Vt‏ نظرية التشفر والتعمية 


عارين 
(5,5:5؟) بين أي من المصفوفتين التاليتين هي مصفوفة مولدة لشفرة خطية. 
010011101 10011010017 
1< 4 2 )1101000101( _ 
101100110 1000010111 
101101101 1010001110 
)۲,٣,۵(‏ عين مصفوفة غ صيغة R۴۴‏ لكل من الشفرات التالية : 
C = {000,001,010,011} (1)‏ 
(ب) }1001,0110,1111, 0000{ = C‏ 
(ج) }11111, 00000{ = م 
(د) (00111,11011, 11100, 11100, 00000{ = م 
(ه) }10001 , 11110,01111, 00000{ = م 
)و ([101010,010101,111111, 00000 = م 


(5,5,") عين مصفوفة مولدة لكل من الشفرات التالية ثم جد بعد الشفرة : 
C = 000000 ,001011,010101,011110, 100110 101101 , 00‏ 
ظ !111000 110011 
(ب) 


C = {00000000 ,01101111,11011000 ,11111101 ,‏ 
101101111 , 01001010, 0100101 ,10010010 
(ج) }1111111111 ,0000011111 , 1111100000 , 0000000000{ = ى 
(۷,,) عين مصفوفة مولدة لكل من الشفرات الخطية المولدة بالمجموعة المبينة. جد 


(4 ,,2) لكل من هذه الشفرات: 


)ع( (10101010 , 11001100 , 11110000 11111111 = 5 
ب (11111100,11110011,11001111,00111111) = $ 
(ج) (001001001,11111111 , 010010010 , 100100100{ = $5 
د }10110 , 10101,01010,11111,00011{ = 5 


(ھ) }1010,0101,1111{ = $5 


الشفرات النطية 7/0 

S = )101101,011010 ,110111,000111,110000[ (و)‎ 

(ز) }0000111 , 0011001, 1001100, 1001011,0101010{ = 5. 

لمبرهتة التالية تبين لا كيفية استخدام اللصقوفة المولدة للشفرة الخطية ف تشغير 
الرسائل. 
مبرهنة (TT,‏ 

لنفرض أن 6 مصفوفة مولدة للشغرة الخطية © ذات الطول :: والبعد . عندئذ, 
6 هي مجموعة جميع الكلمات التي على الصورة 6 حيث “۸ ». أي أن 
( “كل عي : {u6‏ = 6. إضافة إلى ذلك لكل KR‏ € وار بيه غد أن 6و = 6ن إذا وفقط 


إذا كان ين = رنا. 


البر هات 


1 
لنفرض أن |7| = 6 حيث بو,٠,رو‏ رو هى صفوف المصفوفة المولدة 6. 
Jk‏ 


ولنفرض أن 6٤٥‏ تم. مما أن مو,٠٠,دو,و‏ أساس للشفرة الخطية © فتوجد أعداد 
a © K‏ , ,1,2 یٹ يكون : 
بع عأ da292 F ٠٠١‏ +1 0141 = 17. 

وبوصع (به, ٠٠»‏ ريهبريه) = ا نرى أن ٠٠١ + a9»‏ + وويه + a9‏ = 6نا. 

إذن:؛ 16 = س حيث يز € 1 ومن ذاحية اکر إذا كان u = )هيرهي,٠٠٠,هيب( E K*‏ 
فنرى أن .uG = ag + û2 ga + ٠١: + ag, € C‏ إذث؛ } KF‏ ع يدي C=‏ 

ا إذا كان “۸ € 1,1 حيث را = ا فمن الواضح أن مين = نين 
وبالعكس» لنفرض أن (ه ۵,۰٠“,‏ ,ہa)‏ = ين وأن (ط ,۰۰۰ ,رط ,رط) = ينه كلمتان في *۸ 


حيث 170 = تارلا. ینش يكون 


۷٦‏ نظرية التشفر والتعمية 

u = UG 2 a91 + d22 + ٠٠١ + ag, = bg, + D292 + ٠٠١ + Dx Ik 

0 = ولط — b2)g2 + ٠٠١: + (a,‏ - يه) + (a - bı)gı‏ ج 

وبما أن يم ,-٠٠,وو‏ ,ره مستشلة 5 فنرى أن 0 = رط - يه لكل ,1,2,0 = :. وبهذا 
يكون رلا = رنا. _ 
ملحوظة 

لاحظ أن المبرهنة ),٨,۸(‏ تنص على أن الرسائل التي يتم تشفيرها باستخدام 
شفرة خطية من النوع (۸,۸,۵) هي بالضبط الرسائل “۸ © ا حيث يتم تشفير 
الرسالة »ا على أنها 16 = . وبهذا يستخدم فقط عدد »۸ من إحداثيات أي كلمة شفرة 
لتشفير الرسالة. لاحظ أيضا أن معدل المعلومات لشفرة خطية من النوع (3,,4) هو 


log (2°)/n = k,n 


مغال (5,5,؟7) 
10110 
لتكن © الشفرة الخطية من النوع (5,3,4) حيث المصفوفة ا قى 1011 = 6 
00101 


للل ؛ سي مريت سي مر 8 و 


10110 
ا‎ 7 = u6 = ]101[ 5-6 
00101 


= 1 





تمارين 


(٠,5,؟)‏ لكل من الضقوفات المولدة المنظاة شق الرسافل البيية: 


10011] _ 
G = |01010| (1) 
00101 


u = 111 )(( ين‎ = 010 ii) u = 100 )0( 


الشفر ات الفطية VY‏ 


1000111 
a = 0100101 رب‎ 
0010011 
u = 111 )( u = 010 i u = 100 0( 
1101001 
_ |0010111[ )١ 
` 10101010 
a he | 
u = 0011 iii) دن‎ 1010 ( u = 1000 )( 
.u = 1011 )1( 


000 100 010 6001 110 101 011 111 
4 B E H M f 7T WwW 


هو تقابل بين حروف الرسائل وكلمات .K3‏ استخدم المصفوفة المولدة المبيئة في 
المثال (5,5,؟) لتشفير الرسالة 1711818 88 (تجاهل الفراغ). 
(5,5,15) لتكن ) شفرة مصفوفتها المولدة هي : 


1000111 
¢ = N PL 0 
0010101 
0001011 
AT 
0000 1000 0100 0010 0001 1100 1010 1001 
A B C D E F G H 
0110 0101 0011 1110 1101 1011 0111 1111 
1 1 K 1 M N 0 م‎ 


كابلا ون و ا اا ر قات 4 

(أ) شفر الرسالة .HELP‏ 

(ب) شفر الرسالة 1۴1۴ بافتراض وقوع الأخطاء التالية أثناء عملية الإرسال: 
خطأ في الإحداثى الأول من الكلمة الأولى» عدم وقوع أخطاء في الكلمة الثانية > خطأ 


Y۸‏ نظرية التشفير والتعمية 
في الإحداثي السابع من الكلمة الثالثة» خطأ في الإحداثيين الخامس والسادس من 
الكلمة الرابعة. 
(ج) شفر الرسالة CALL HOME BANA‏ (تجاهل الفراغات). 
lT)‏ جد عدد الرسائل التي يمكن إرسالبا ومعدل المعلومات ٣‏ لكل من الشفرات 
ا لخطية في التمرينين ( ١,١‏ ,) و .),١,۷(‏ 


(۲,۷) مصفوفات اختبار النوعية 
Parity-Check Matrices‏ 


نقدم الآن مصفوفة أخرى مرتبطة مع المصفوفة المولدة للشفرات الخطية 
وسنوظفها في تصميم خطط فك التشفير. نقول إن مصفوفة ۸1 هي مصفوفة اختبار (أو 
تحديد) النوعية )Parity-Check Matrix)‏ للشفرة الخخطية 6 إذا كانت أعمدة 7] ماما 
AN‏ 6 

إذا كانت © من الطول ۸ والبعد # فنرى أن 8# من الدرجة (۸ -2) × ۸ ورتبتها 
هي / - ^ وذلك لأن „ = +46 + .dimC‏ 

المسرهنة التالية هي رديف المبرهنة (5,15,1). 
مبرهنة (١,7ا,؟)‏ 

تكون 8 مصفوفة اختبار النوعية لشفرة خطية © إذا وفقط إذا كانت أعمدة 1 


البرهان" 
نحصل على البرهان بملاحظة أن درجة مصفوفة اختبار النوعية ۸ لشفرة خطية من 
الطول ۸ والبعد ۸ هي (/ - 72) × 71 وأن رتبة !1 هي / - .١‏ 9 


(۲) المترجمان 


الشفرات الخطية ۷۹ 


المبرهنة التالية تصف لنا الشفرة الخطية بدلالة مصفوفة اختبار النوعية. 
مبرهنة (١؟,/7ا,")‏ 

إذا كانت 17 مصهوفة اختبار النوعية لشفرة خطية من الطول ^ فإن : 

C={pvEK":vH =0} 

اا ان لوا مسقوفة ما لكف غ #دقامةاننا ا مكيلونة ا 
النوعية للشفرة © باستخدام الخوارزمية )۲,١,۷(‏ حيث إن هذه المصفوفة هي 
المصفوفة 8 المنشأة باستخدام الخوارزمية (/8,1,؟) ؛ لأن أعمدة 8 هي أساس للشفرة 
الثنوية +©. 
مغال 9" /ا,") 


oa ل‎ 10 01 e ا‎ dı * fs 
أن [× 1|1 | = 61 هي مصفوفة مولدة على‎ )۲, ٠, ۳( وجدنا في المثال‎ 


صيغة RE۴‏ للشفرة 0111,1001 , 1110, 0000] = € ولذا نجد استنادا إلى الخوارزمية 





;1,0,۷( أن : 
01 
11 _ ¥1[ _ 
= 
01 
هى مصفوفة اختبار النوعية للشفرة 6. لاحظ أن 00 = 11< لكل 6 € ما. 4 
تمارين 
(1/,4,؟) جد مصفوفة اختبار النوعية لكل من الشفرات التالية: 
)أ( }000,001,010,011{ = C‏ 
(ب) }1111, 0000,1001,0110{ = C‏ 
(ج) }11111, 00000{ = C‏ 


C = {00000 , 11100 , 11100 ,00111,11011( (د)‎ 


A"‏ نظرية التشفير والتعمية 
(ه) }10001 , 11110,01111, 00000{ = م 
(و) ([010101,111111, 101010 , 200000 = 6. 
),۷,١(‏ جد مصفوفة اختبار النوعية لكل من الشفرات التالية (المصفوفة المولدة تم 


إيجادها في التمرينين (",",؟) و :)),٣,۷(‏ 


C = 1000000 , 001011 , 010101 011110 , 100110, 101101 , 0 
110011 ,111000( 


C = 100000000 , 01101111 11011000 11111101 (ن)‎ 
010010 , 00100101 , 01001010 , 10110111} 5 


C = {0000000000 , 1111100000 , 2000011111 ۽‎ ١ 
1111111111) 3 


(د) 10101010 , 11001100 , 11110000, 11111111{ = ك5 ١(؟!)‏ = C‏ 


(ه) }11110011,11001111,00111111, 11111100{ = 5(,5) = م 


S = {100100100 , 010010010 , 001001001 , 0‏ ,)$( = م 
}1111111111 

S = {10101 ,01010 ,11111 ,00011 , 101103 45‏ ,)5( = م 

C = (S),S = {1010,0101,1111} (ح)‎ 


C = (S),S = {101101,011010,110111,000111 , 110000} (ط)‎ 


{S5}, S5 = 1001011,0101010, 1001100,0011001 ,‏ = م 
}0000111 


(ي) 

نقدم الآن العلاقة بين المصفوفة المولدة ومصفوفة اختبار النوعية للشفرات الخطية 
ونقدم أيضا العلاقة بين هذه المصفوفات لشفرة خطية وثنويتها. 
مبرهنة ("5,/ا,؟) 

تكون #اسسفوقة ولد و11 ف ا الفوضة لق ا 
إذا تحقق ما يلي: 


الشفراث الخطية م 

اعت ف السك جلا 

(9) أعمدة ا مستقلة خطيا. 

(۳) عدد صفوف 6 مانا إليه عدد أعمدة 1/ يساوى عدد أعمدة 6 وهذا 
بدوره يساوي عدد صموف 1. 

.GH =0 (f) 
)۲,۷,۷( مبرهنة‎ 

تكون 8 مصفوفة اختبار النوعية لشفرة خطية © إذا وفقط إذا كانت "1 
مضقوفة مولدة للشقرة الغدوية ذم 
البرهان 

نخصل على البرهان بتوظيف المبرهنة (",/ا,") والحقيقة 0 = '(611) = "6 "1. س 

إذا كان لدينا مصفوفة مولدة أو مصفوفة اختبار نوعية لشفرة © أو ثنويتها +6 
فيكون بامكاننا توظيف الخوارزمية (/إ,7,8) للحصول على الثلاث مصفوفات الأخرى ؛ 
والمخطط التالي يوضح كيفية إنجاز ذلك 


د6 خوارزمية (لا,5,؟) دع H‏ 


ادال أخذ المنقول 


Hr 
)۲,۵,۷( خوارزمية‎ 


AY‏ نظي الق والسية 
مثال (۲,۷,۸) 


لتكن ۸1 مصفوفة اختبار النوعية للشفرة 6 حيث : 
11 
ظ 11 
X‏ 
H = |01| =‏ 
| = 01 
01 


ندل : 
(أ) [ 1[ = 87 مصفوفة مولدة للشفرة الثنوية .٥*‏ 


زب eel‏ صيغة RE۴‏ للمصفوفة "1. 


00111 
ونرى استنادا إلى الخوارزمية )٠,۵,۷(‏ أن مصفوفة اختيار النوعية للشفرة ٥"‏ هى : 
110 
100 
010| 
001 
(ج) باستخدام ٨1‏ نجد مصفوفة مولدة للشفرة 6 وهي : 
11 100 
إلى ]اع 1 010 = 
01 001 
وذلك باستخدام خطوات عكسية للخوارزمية (۲,9,۷). وبهذا تكون : 
100 
010Û‏ 
G" = |001‏ 
110 
111 


مصفوفة اختبار النوعية للشفرة الثنوية “٥ء‏ وذلك استنادا للمبرهنة .)٠,۷,۷(‏ 2 4 

تمارين 

,¥( مصعو فه اختيار النوعية H‏ لشفرة خطية € معطاة ف كل فرع مس فروع 
التمرين. جد: 


a PEN NOT اعت‎ 1 


الشفرات النطية AT‏ 


EF NENT 


111 
0 5 100 
101 10 100 
010| „e 
.H = l011 رج(‎ H -101[ (ب(ب)‎ H = (0) 
ظ‎ . 001 
100 10 0 
010 01 00 
001 ظ‎ 


(9٠7,؟)‏ جد جميع كلمات الشفرة الثنوية +6 للشفرة [11111, 00000) = € ومن 
ثم عيْن مصفوفة مولدة ومصفوفة اختبار النوعية للشفرة 62. 
(5,7,19؟) لكل من الشفرات 6 المبينة أدناه» جد بعد »€٥‏ بعد +6» درجة مصغوفة 
مولدة ومصقوفة اجان التوعية لكل من 6 ول هذى لمات كل من 6 
وء معدل المعلومات ” لكل من © و“). 
(أ) 6 من الطول 1- *2 = ١‏ وبعد غ. 
(ب) © من الطول 23 = ۸ واليعد 11. 
(ج) 6 من الطول 15 = 7 والبعد 8. 


(۲,۸) الشفرات المتكافئة 
Equivalent Codes‏ 

لتكن [* !] = 6 هي المصفوفة من الدرجة 67 » ۸ > ) حيث »ا المصفوفة 
المحايدة من الدرجة #< ». من الواضح أن 6 على صيغة 28817 وأن صفوفها مستقلة 
خا ن © مسق نه مولدة ا ا ا و ا ع تقول إن 8 
هو لدة فياسية .(Standard Generating Matrix)‏ كما ا الشفرة الخطية 6 المو د 
بالمصفوفة 6 » شفرة نظامية .)Systematic Code)‏ 

ليس بالضرورة أن يكون لجميع الشفرات الخطية مصفوفة مولدة قياسية. على 
سبيل المثال» الشفرة الخطية المولدة بالمصفوفة 6 في التمرين )۲,۸,١(‏ التالى لها إضافة 
إلى 6 خمس مصفوفات مولدة أخرى وجميعها ليست مصفوفات مولدة قياسية. 


رين 
1م لاست ملسف قاف ار لدة امس ال خر ال ا اللو ندة اام 
[o1‏ - 6 

تتمتع الشفرة الخطية 6 التي يكون لبا مصفوفة مولدة قياسية [× 627 SE‏ 
خاصة. إحدى هذه الميزات هي استخدام الخوارزمية (/ا,8,؟) للحصول مباشرة على 
مصفوفة اختبار النوعية ۸1 للشفرة © حيث إن 8 في هذه الحالة هي : 

ا 

ونعلم أيضا استنادا إلى المبرهنة )٠,۹,۸(‏ أنه يمكن كتابة أي كلمة ‏ من كلمات 
الشفرة الخطية 6 ذات الطول ۸ والبعد ۸ على الصورة 16 حيث ا كلمة وحيدة من 
كلمات “× و © مصفوفة مولدة للشفرة ©. يمكن التفكير في الكلمة ا ذات الطول + 
على أنها الرسالة المرسلة ولكننا بدلا من إرسال » فإننا بالطبع نقوم بإرسال كلمة 
الشفرة 26 = ما. وإذا استطاعت طريقة M15‏ الاستنتاج أن uG‏ = س هي الكلمة 
التي تم إرسالما فعندئذ» يكون من المهم على المستقبل استخدام 1:6 للحصول على 
الرسالة الأصلية ». فإذا كانت © مصفوفة مولدة قياسية فهذا يجعل الأمر بغاية السهولة 
وذلك لأن : 

v=uû =ulI الغ‎ = lul uX| = lu uX] 

وتكون الرسالة الأصلية » هي أول » إحداثي من كلمة الشفرة 16 = 27 ونكون 
قد برهنا المبرهنة التالية التي تبين إحدى الميزات المهمة لوجود مصفوفة مولدة قياسية. 
مبرهنة (؟,8/, ؟) 

لقع ع شاه ا اچوا م ف ا ا الشفرة 6 
عندئذ» أول »۸ إحداثي من كلمة الشفرة 6مه = م هي إحداثيات الكلمة “اع ا. ©" 


الشف ات الخطية A0‏ 
مغال (۲,۸,۳) 


اذا كانت : 
101 1000 
* 1 = |110 |0 = 
011 00011 
وكانت الرسالة هى 0111 = ها فإن [001::] = 0111001 = 6ل. وأما إذا كانت 1011 = » 
فنرى أن [000] = 1011000 = A .4G‏ 


چ 


غارين 

(85/,؟) لتكن 6 هي المصفوفة المولدة المبينة في المثال (؟,/,؟ ). 5 کل فر 
الرسائل 2 التالية ثم تحقق من أن الإحداثيات الأربعة الأولى من كلمة 
الشفرة النائجة هي الرسالة u‏ 
(أ) 1111 = u‏ (ب) 1011 = u‏ (ج) 0000 = u‏ 

),۸,١(‏ بين كيفية استرداد » من 6» إذا لم تكن 6 مصغوفة مولدة قياسية. 


(,۸,) إذا كانت المصفوفة المولدة للشفرة © هى : 
1100101 


0110101 
jG =| 1011011 


1100110 
0110000 


فبین كيف يمكنك استرداد »ا من 0000101 = 1G‏ = تا. 

عند توفر شروط المرهنة (؟,/,؟)؛ تسسهفى الأحداثيات م الآأولى من كلمة 
الشفرة 6 = ا احدائیات المعلومات (Information Digits)‏ ؛ لآنها بالفعل هى 
الرسالة »ء أما الاحداثيات ) - 7 الباقية فتسمى الإحداثيات الزائدة أو إحداثيات 


. {Redundancy or Parity-Check Digits) اختبار النو عية‎ 


۸٦‏ نظرية التشفير والتعمية 


مع كل هذه الميزات التي تتمتع بها شفرة خطية ذات مصفوفة مولدة قياسية فما 
الذي يمكن عمله لو واجهنا شفرة خطية © ليس لبا أي مصفوفة مولدة قياسية؟ 
للإجابة عن هذا السؤال» دعنا نعتبر الشفرة 6 ذات المصفوفة المولدة [19] = 6 المبينة 
ف العمرين (81,؟). فن السهل أن تر أن ٤‏ هى : 
.C = {000,100,001,101‏ 
رولد شقرة خط تن لا معقونة ول فان شا ج مين ق المرية 
(8,9,؟). لنفرض الآن آننا قمنا بإعادة ترتيب إحدائيات كل من كلمات 6 على 
النحو 'الأول» الثالثء الثاني ê‏ عن الترتيب الأصلي الأولء الثانيء الثالث . 
عندئذ » نحصل على شفرة جديدة '6 وهي : 
}000,100,010,110{ = '6. 
على الرغم من أن الشفرتين 6 و'6 مختلفتان» إلا أنهما تتشاركان في عديد من 
ا لخصائص» فمثلاء كل منهما خطية وكل منهما من الطول 3 وبعد كل منهما 2 
ومسافة كل منهما 1. ولكن تتميز الشفرة "© عن الشفرة © بأن لها مصفوفة مولدة 
قياسية '6 نحصل عليها من المصفوفة 6 بتبديل العمودين الثاني والثالث (بالضبط كما 
حصلنا غلى '© من 6). أى أن: 


ا = 


01 ` 
لتكن © شفرة قالبية من الطول .١‏ إذا حصلنا على شفرة قالبية "6 من الطول ۸" 
من 6 بتبديل ما لاحداثيات كلمات 6 فعندئذ نقول إن الشفرة “© تكافىئ (e۸4اھui۷٩۴)‏ 
الك 
مثال (۲,۸,۷) 
اوكن 5 5ه ولكن ع هي و 


.C = 111111 , 01111 , 00111 , 00011 ,00001( 


الشف ات الخطة AY‏ 
إذا استخدمنا الترتيب 3: 5: 4ء 1ء 2 لإحداتيات كلمات الشفرة ٤‏ فتنحصل 
على الشفرة '© المكافئة للشفرة ) 


.) = 111111 , 10111 ,00111 , 00110 ,00010( 


لاحظ أن الشفرتين غير خطيتين. 4 
مبرهنة (/,8/,؟) 

أي شفرة خطية © تكافئ شفرة خطية '6 لبا مصفوفة مولدة قياسية. 
البرهان 
لنفرض aE‏ للشفرة 6. ضع 6 على صيغة 8151. أعد ترتيب أعمدة 
۴۴ بحيث تكون الأعمدة المتقدمة في البداية. عندئذ» المصفوفة الناتجة عن ذلك '6 
هى مصفوفة مولدة قياسية لشفرة خطية "6 تكافين 6. 9 
مثال (۲,۸,۹) 

المصفوفة : 


011000010 


000100110 
G = | OOOO10010 


000001100 
000000001 


هى مصفوفة مولدة على صيغة R۸۴۴‏ وأعمدتها المتقدمة هى 9> 6ء 5ء 4ء 2. 
وباعادة ترتيب هذه الأعمدة لتأخذ الث تیب الحديد 8 o7‏ 3ع 1غ 9غ 6غ 24b‏ 


10000 1 


0011 01000 
1 00100] = ن 


00010 10 
00001 00 


وفى انق a‏ لط وكائنة لشف #المر ال بالمصقوقة E‏ نك 


تمارين 
),۸,١٠٠١(‏ جد شفرة نظامية “6 مكافئة للشفرة 6 المعطاة. وتحقق من أن © و6 لہما 
الطول والبعد نفسه والمسافة نفسها. 
)أ( }00000,10110,10101,00011{ = C‏ 
(ب) (00111,11011, 11100 , 00000{ = .C‏ 


)۲,۸,١١(‏ جد مصفوفة مولدة قياسية "6 لشفرة مكافئة للشفرة التى لبا المصفوفة 


المولدة 6 المعطاة. 

1 1 1 0 0 0 0 0[ . 
6-10 0 0 1 1 0 0 0| () 
l0 0 0 1 1 1 1 1 

1 0 1 0 1 Û 

0م 0 0 1 1 0]- 
(ب) 6 م 1 م 1 =4 

1 0 1 0 1 1 


(؟١,8,؟)‏ عين مصفوفة ا قياسية '6 لشفرة "© مكافئة للشفرة ٤‏ التي لہا 
مصفوفة اختبار النوعية المعطاة. 


110 
110 100 
100 010 . 
.H -]011| (ب)‎ H =|110| (I) 
010 101 
001 001 
011 


(5١,8,؟)‏ أثبت أن الشفرات المتكافئة لبا الطول والبعد نفسه والمسافة نفسها. 
(6 ۹ ,۸,) بين فيما إذا كان كل زوج من المصفغوفات ,6 و دت المعطاة ا شغفرتين 





1001 1100] 

)0( 010 = رم و |101 = ر 
0011 0011 
110000 111111 

(ب) 001100 = ,6 و 0111| = رG‏ 
000011 001001 





الشفرات الخطية 5 


1000111 1011000 

)١‏ |0101100| د بم 0 =P N‏ م 

° 0010110 ` 1 و 01 ` 2 
0001011 0001011 


(8,؟) مسافة شفرة خطية 
Distance of a Linear Code‏ 
بيثا سابقا أن مسافة شفرة خطية هي أصغر أوزان كلمات الشفرة غير الصفرية. 
سئبين في هذا البند كيفية توظيف مصفوفة اختبار النوعية لإيجاد مسافة شفرة خطية. 
مبرهنة (١,5,؟)‏ 
لنفرض أن 7 مصفوفة اختبار النوعية لشفرة خطية 6. عندئذ» مسافة 6 تساوي 4 
ا وفقط اا کات كل عع علد كلماتها كه من .عقوف 77 فا خلا 
ويوجد على الأقل مجموعة واحدة تحتوي على 4 من صفوف 7 مرتبطة خطيا. 
فكرة البرهان 
الفكرة وراء تبرير صواب المبرهنة (١,9,؟)‏ هي أنه إذا كانت س كلمة فإن إن 
تركيب خطي لصفوف من ۸1 عددها بالضبط يساوي (7)//. وعليه» إذا كانت 6 © م 
حيث 4 = (7)٤س‏ فلا بد من وجود عدد 4 من صفوف 7 المرتبطة طا وذلك لأن 
0 = لد. كما أن 0 = نا يبين أن وزن كلمة الشفرة ١‏ يحقق المتباينة 4 < (7)+/ا. 2 ©" 
مثال 94,5١‏ ؟) 
لتكن 1 مصفوفة اختبار النوعية للشفرة الخطية 6 : 
110 
011 
.H = |10‏ 


010 
001 


بالتجريب نرى عدم وجود صفين من صفوف 1 مجموعهما يساوي 000 وبهذا يكون 
كل صفين من صفوف 1 مستقلين خطيا. ولكن مجموع الصفوف 4: 3» 1 يساوي 000 
وبهذا فهى مرتبطة خطيا. إذن مسافة الشفرة 6 هى 3 = 06. هش 


5 نظرية التشفير والتعمية 

تمارين 

(,5,؟) عين كلمات الشفرة 6 المقدمة في المثال ۲ 8,؟). احسب وزن كل من هذه 
الكلمات وتحقق من أن مسافة © هي 3 = 4. 

٤(‏ ,۹,) احسب مسافة كل من الشفرات الخطية © التي لبا مصفوفة اختبار النوعية 
المعطاة باستخدام المبرهنة (١,94,؟)‏ ثم تحقق من صواب إجابتك بإيجاد 


أوزان (7)غ”! لكل 6 € 0. 
110 
0111 1101 0111 
110 1011 110 
م |1000| _ 1 _ |1000| _ 
0( 0100 = 1 ب 1-1000 (ج) 0100 = 1 
0010 0100 0010 
0001 0010 0001 
0001 


(9,5,؟) استخدم المبرهنة )٠,۹,١(‏ لإيجاد مسافة الشفرة الخطية ذات المصفوفة المولدة 


الحالمة : 
_ ]111000000 مد 
û = 000111000 4‏ لب 5070م 
eee 1111111‏ 


(٠١,5)المجموعات‏ المشاركة 
Cosets‏ 


نقدم في هذا البند مفهوما سنوظفه في البند القادم لفك تشفير الشغرات الخطية. 
لتكن © شفرة خطية من الطول ۸ ولتكن u»‏ كلمة طولہا ۸ (أى "× € »). نعرّف 
امجموعة المشاركة (6056©) للشفرة © التي تعينها الكلمة » على أنها جعرع د 
الكلمات u‏ + < حيث 6 © «. أي أن : 


[) ع م : يه + م ح يز + ). 


الشف ات الخطية ۹ 
مثال ١9,١٠١,؟)‏ 


إذا كانت (000,111) = 6 وكانت 101 = راء 111 = راء 010 = وا فنجد أن : 
C + 101 = {000 + 101,111 + 101} = {101,010}‏ ع بن + م 

([4111,000 = }111 + 111,111 + 000{ = 111 + 6 ع ين + ع 

C + 010 = {000 + 010,111 + 010}‏ = ين + م6 

4 = {010,101} = 6 + u, 


e 


مرن 
١١, (‏ ,) جد المجموعات المشاركة الأخرى للشفرة (111, 1000 = 6. لاحظ أن عدد 
المجموعات المشاركة الممكنة للشفرة ٤‏ يساوي ثمانية (مجموعة مشاركة لكل 
كلمة من كلمات ۸) ولكن عدد امجموعات المشاركة المختلفة يساوي 
أربعة فقط. 
لتكن © شفرة خطية من الطول 2. قد يتبادر إلى ذهن القارئ أن عدد المجموعات 
المشاركة المختلفة » + © يساوى “2. أي مجموعة مشاركة لكل "۸ ع ». ولكن كما هو 
RI‏ ابس ا تفن ا 
أن تكون ۸K"‏ € 1,1 حيث يله 36 رلا ولكن يا + 6 = ين + 6. 
لمبرهنة التالية تقدم عديدا من الحقائق المهمة عن المجموعات المشاركة ودراسة 
الأمثلة التى تلى نص المبرهنة تساعد القارئ على فهم هذه الحقائق. يحتاجح برهان هذه 
الحقائق إلى معرفة بعض تقنيات نظرية المجموعات ولذا نتركها كتمارين للقارئ. 
مبرهنة (7, ٠‏ ١,؟)‏ 
لتكن © شفرة خطية من الطول ۸ ولتكن "۸ ع تا,ن. عندئذ: 
)١(‏ اذا كانت ماع 0 ع يد فان + €= يو+ 0), أى أن كل كلمة من كلمات 
المجموعة المشاركة تحدد تماما المجموعة المشاركة. 


3 نظرية التشفير والتعمية 
(9) 4+ ةم عن 
(۳) إذا كان م € تد+ u‏ فإن + © ع ين + 0. 
(£) إذا كان © © مد + u‏ فان مد + م ع يه + ). 


(۵) كل كلمة من كلمات "× محتواة في مجموعة مشاركة وحيدة للشفرة 6. 


عا 
(n‏ 


(C+wWNnN(C+vw =0 أو‎ C+u=C+v 
ا + 6| لكل “8 ع ». أي أن عدد كلمات أي مجموعة مشاركة‎ = |٤۱ )١( 
يساوى عدد كلمات الشهمرة © نفسها.‎ ٤ للشهرة‎ 
إذا كان بعد الشفرة © يساوي * فإن عدد المجموعات المشاركة المختلفة‎ )۷( 
.2* للشفرة © يساوي *-"2 وعدد كلمات أي مجموعة مشاركة يساوى‎ 
.6 = ٤ + 0 هي إحدى مجموعاتها المشاركة. في الحقيقة»‎ ٤ الشفرة‎ )۸( 
)؟,9١١,5( مثال‎ 
: في هذا المثال نجد المجموعات المشاركة للشفرة‎ 
.6 = 10000 ,1011,0101,1110( 
بداية» 6 نفسها مجموعة مشاركة (خاصية ۸) وكل كلمة من كلمات © محدد‎ 
ولذا نختار 64 ع به حيث © € »ا (ولغرض‎ )١ و‎ ١ المجموعة المشاركة © (الخاصتان‎ 
.» = 1000 فك التشفير لاحقا نختار » بحيث يكون وزنها أصغر ما يمكن) ولتكن‎ 
: 6 عندئذ ؛ نحصل على امجموعة المشاركة التالية بجمع » إلى كل من كلمات‎ 
.C + 1000 = {1000,0011,1101 ,0110} 


لاحظ أنْ 1000 + © = يس + © € 1000 = .u‏ 
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الآن: نقوم باختيار كلمة أخرى من كلمات ۸ وزنها أصغر ما يمكن ولا تنتمي 
إلى 6 أو إلى 1000 + 6 ولتكن 0100. وبهذا نجد جموعة مشاركة جديدة : 
([0001,1010, 1111 , 40100 = 0100 + 6. 
وباختيار 0010 نجد النجموغة المشاركة : 
([0111,1100, 1001 , 40010 = 0010 + 6. 

تتوقف الآن ؛ لأننا نكون قد وجدنا جميع المجموعات المشاركة المختلفة ؛ 
وذلك لأن بعد © هو 2= «». ومن ثم عدد المجموعات المشاركة المختلفة يساوي 
4 = 27 = 24-2 = 2"۴ و اتمادها يساوى *‰). 

ا أن € € 1011 = 1010 + 0001. ونرى أن 0001 و 1010 تنتميان 
للمجموعة المشاركة نفسهاء بالتحديد المجموعة المشاركة 0100 + 6 (خاصية ۳). ومن 
جهة أخرى» 6 € 0110 = 0010 + 0100 وبهذا فكل من الكلمتين 0100 و 0010 
تنتمي إلى جموعة مشاركة مختلفة (خاصية ). 4 
مثال ١,29‏ 9,؟) 
جد جميع المجموعات المشاركة للشفرة الخطية 6 التي لها المصفوفة المولدة : 
100110 
ı001‏ = 6 
001111 
الحل 
بإيجاد جميع المجاميع المختلفة لصفوف 6 نجد أن : 
C = {000000 , 100110 ,010011,001111,110101,101001 ,‏ 
}111010, 011100 


المجموعات المشاركة المختلفة هى : 


41 


لاحظ أن عدد المجموعات المشاركة المختلفة يساوي 8 وأن المجموعة الأول هى 6. 
الكلمة »ا التى استخدمت لإيجاد المجموعة المشاركة » + 6 هى الكلمة العليا في كل من 


تمارين 


: جد جميع المجموعات المشاركة لكل من الشفرات الخطية التالية‎ )5٠١,5( 


)أ( 
(ب) 


001000 
101110 
011011 
000111 
111101 
100001 
010100 
110010 


000101 
100011 
010110 


001010 
110000 
101100 
011001 
111111 


010000 
10110 
000011 
01111 
10101 
111001 
001100 
11010 


000001 
100111 
010011 
001110 
110100 
101000 
011101 
111000 


100000 
000110 
110011 
101111 
010101 
001001 
111100 
U11010 


000010 
100100 
010001 


001101 
110111 
101011 
011110 
111000 


C = {0000,1001,0101 , 1100} 


C = {0000 ,1010,1101,0111} 


C = 100000 ,10100,01011, 11111} (ج)‎ 


(د) 


),٠٠,۷(‏ جد جميع امجموعات المشاركة لكل من الشفرات الخطية التالية التي لما 


.) = {0000} 


أو الد اة 


111000 


000000 
100110 
010011 
001111 
110101 
101001 
011100 
11100 


00011010 
100010 
010111 


001011 
110001 
101101 
011000 
111110 


قر 


اب 0120 يرج 


10101 o = |0110| 0 


100011 
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10001 1000111 
._]01001[ r -_ 01000 

(ج) || (د) 1 
0001011 00011 
1000 
00010 15200008 

.7 = ]1111[ (و)‎ =| 
D001 





),٠٠,۸(‏ جد جميع امجموعات المشاركة لكل من الشفرات الخطية التالية التي لہا 





0 
101 
2= E = 0 
001 011 
001 
001 


(5,: ,( برشن جميع فقرات المبرهنة (۳,* ,ل 


(١5,11؟)‏ 2112 للشفرات اخطية 
MLD for Linear Codes‏ 


أحد أهدافنا هو تصميم شفرات تتميز بسهولة وسرعة فك تشفير الكلمات 
المستقبلة. والشفرات الخطية تقدم لنا طريقة أكثر فاعلية لتنفيذ .241 من استخدام 
جدول 18012. ولبذا الغرض» نقدم هنا طريقة لتنفيذ 3112© أو 1۷15 للشفرات 
الخطية حيث تؤدي الجموعات المشاركة ومصفوفة اختبار النوعية دورا أساسيا في عملية 
فك التشفير. 

لتكن © شفرة خطية ولنفرض أن كلمة الشفرة 6 © س قد تم إرسالها واستقبلت 
الكلمة س. ولنفرض أنه قد تم وقوع نمط الخطأ س + س = »ا أثناء عملية الإرسال 
والاستقبال. عندئذ» يكون 6ع« - + س. وبهذا نرى أن نمط الخطأ » والكلمة 


58 نظرية التشفير والتعمية 
المستقبلة س ينتميان إلى المجموعة المشاركة نفسها للشفرة © (انظر الخاصية ١‏ من المبرهنة 
.))35,١ ١,5‏ 

ما أن آنماط الأخطاء المرجح وقوعها هي ذات أوزان صغيرة فإليك طريقة تنفيذ 
.آلا لشفرة خطية ٥‏ : 

عند استقبالنا للكلمة س نقوم باختيار كلمة » وزنها أصغر ما يمكن في المجموعة 
المشاركة س + © ونستنتج أن u‏ + س = ص هي الكلمة المرسلة. 
مثال (11,1,؟) 


لتكن (1011,0101,1110, 0000{ = .٤‏ وجدنا في المثال (5 , ١ ٠‏ ) مجموعات ) 


المشاركة وشي : 
10 0100 1000 تالانال) 
1000 1111 0011 1011 
0111 0001 1101 0101 
1100 1010 0110 1110 


لنفرض الآن أننا استقبلنا الكلمة 1101 = س. المجموعة المشاركة 1101 +6 = س + 6 
التي تحتوي س هي المجموعة الثانية في القائمة السابقة. والكلمة » ذات الوزن الأصغر في 
المجموعة المشاركة هذه هي 1000 = » (هي الكلمة التي نختارها كنمط خطأ). عندئذ» 
نستنتج أن 0101 = 1000 + 1101 = » + س = مه هي على الأرجح كلمة الشفرة التي 
أرسلت. لنفرض الآن أن 1111 = س هي الكلمة المستقبلة. عندئذ» توجد في المجموعة 
المشاركة س + © التي تحتوي 1111 كلمتان وزنهما أصغر ما يمكن هما 0101 و 0001. 
فإذا كانت طريقة فك التشفير هي 02412» نقوم باختيار أي من هاتين الكلمتين ولتكن 
u = 0‏ كتمط خطأ وبهذا نستنتح أن 1 = 0100 + 1111 = u‏ + س = ب هي 
على الأرجح كلمة الشفرة التي قد تم إرسالها. 4 


الشفرات الخطية ۹ 


wf 


رین 
(5,535؟) لتكن 6 الشفرة المبينة في المثال (8 ٠,‏ ١,5؟).‏ استخدم طريقة .1311© لفك 
التشفير كل من الكلمات المستقبلة التالية : 
(Î)‏ 000011 (ب) 001001 (ج) 001101 


(د) 010110 (ه) 110101 )و( 001010 


الحزء الأصعب في الطريقة الموصوفة أعلاه هو البحث عن المجموعة المشاركة 
التي تحتوي الكلمة المستقبلة س ومن ثم إيجاد الكلمة ذات الوزن الأصغر في المجموعة 
المشاركة هذه. ومن الممكن توظيف مصهوفة اختبار النوعية لإيجاد طريقة تسهل علينا 
هذَه اليمة: 

لتكن © شفرة خطية من الطول "۸ والبعد #. ولتكن 11 مصفوفة اختبار النوعية 
للشفرة 6. لكل “× ع س نعراف تناذر س w(‏ 4ه ٥۳۴‏ رS)‏ على أنه الكلمة ۸"۴ € .wH‏ 
مثال (,١1١,؟)‏ 

المصفوفة 8 التالية هى مصفوفة اختبار النوعية للشفرة 6 المقدمة قي المثال 


(١5,515).فإذا‏ كانت 1101 = س فترى أن تناذر بلا هو : 


11 
,م‎ 1101 |1| = 
.wH = 1101 0 = 1 


L101 
u» = 1000 لا حظ أن الكلمة ذات الوزن الأصغر في المجموعة المشاركة بس + 6 هى‎ 





(انظر الخال (۱ ))١, ١١,‏ وبهذا نرى أن تناذر u‏ هو : 
11 


.uH = 0 >14 = Ww 


10 
01 





3 نظر ية التشف وال‎ 4۸A 


إضافة إلى ذلك إذا كانت 1101 = س هي الكلمة المستقبلة فتستنتج طريقة 

: أن‎ CMLD 
pv سر د‎ +u = 1101 + 1000 - 1 

هي كلمة الشفرة المرسلة ومن ثم نرى وقوع -خطأ في الإحدائي الأول. لاحظ أيضا أن 
لنمط الخطأ » يكون التناذر /#:ه هو صف 87 (الصف الأول في هذه الحالة) المقابل لموقع 
الإحداثي الذي على الأرجح قد يكون وقع خطأ فيه. 4 

المبرهنة التالية تحتوي على بعض الحقائق الأساسية المهمة للتناذر. ويمكن 
برهان هذه الحقائق باستخدام تعريف المفاهيم المبينة وخصائص امجموعات المشاركة 
المقدمة في المبرهنة (", ١‏ ١,؟).‏ 
مبرهنة (5,١١,؟)‏ 

لتكن © شفرة خطية من الطول « ولتكن 8 مصفوفة اختبار النوعية للشفرة ). 
إذا كانت ۸K"‏ ع w, u‏ فان : 

.w برس إذا وفقط إذا كانت © ء‎ = 0 )1١( 

u )۲(‏ = 1س إذا وفقط إذا كانت »ا وس تنتميان إلى المجموعة المشاركة نفسها 
للشغرة ). 

(۳) إذا كان » مط خطأ في الكلمة المستقبلة س فإن 111 هو مجموع صفوف 1 
المقابلة لمواقع وقوع الأخطاء أثناء الإرسال. 0 

لاحظ أنه في حالة عدم وقوع أخطاء أثناء عملية الإرسال وإذا كانت ا هي 
الكلمة المستقبلة فإن 0 = 1/. ولكن العكس ليس بالضرورة صحيحاء أي من الممكن 
أن يكون 0- 8« على الرغم من وقوع أخطاء وذلك لأن كلمة الشفرة س ليس 
بالضرورة أن تكون هي كلمة الشفرة المرسلة. 


الشفرات النطية 58 


ما أن الكلمات التي تنتمي للمجموعة المشاركة نفسها يكون لبا التناذر نفسه 
وأن الكلمات التي تنتمي إلى جموعات مشاركة مختلفة يكون تناذرها مختلفا فنستطيع 
تحديد مجموعة مشاركة بمعرفة تناذرها حيث نعرف تناذر المجموعة المشاركة 
(Syndrome of a Coset)‏ على أنه كثاذر أي كلمة من كلماتها. وبهذا نرى ا إذا كان 
طول الشفرة يساوي ۸ وبعدها يساوي # فكل كلمة طولها ۸ - ١‏ من الكلمات التي 
عددها 2-۳ يجب أن تكون تتاذرا مجموعة مشاركة واحدة فقط من المجموعات المشاركة 
جميعا والتى عددها *-25. 
مثال (ه,١3١,؟)‏ 

طول الشفرة 6 المقدمة في الخال (١,1١,؟7)‏ هو 4 =۸ وبعدها هو 2 -6. 
مجموعات 6 المشاركة (مبينة في المثال (١,1١,5؟))‏ تحتوي على جميع الكلمات من 
الطول 4 = 7 وعددها 16 - *2 = ”2. وعدد الكلمات ذات الطول 2 = »۸ - ۸ يساوي 
4 = 22 = 2*2 = *"2. وكل من هذه الكلمات هي تناذر مجموعة مشاركة واحدة 
فقط من المجموعات المشاركة للشفرة © وعددها 4 = *"2. A‏ 

لحساب تنادر مجموعة مشاركة نقوم باختيار كلمة س في المجموعة المشاركة 
وعندئذ يكون تنادرها هو #«. ولتنفيذ طريقة 2ا1« نحتاج إلى كلمة في المجموعة 
المشاركة وزنها أصغر ما يمكن لاستخدامها كنمط خطأ. في الأمثلة التي تناولناها في 
البند السابق حرصنا على ترتيب عناصر المجموعات المشاركة لكي تكون الكلمة ذات 
الوزن الأصغر في الأعلى (أول كلمة من كلمات المجموعة المشاركة). تسمى أي كلمة 
ذات وزن أصغر في مجموعة مشاركة» طليعة امجموعة المشاركة (إملهم1 )»605©). وإذا 
كان هناك أكثر من طليعة واحدة في مجموعة مشاركة فنختار أي واحدة منها عند تنفيذ 


.CMLD 


0 نظرية التشفير والتعمية 
مثال (3,5١,؟)‏ 

لنفرض أن © هي الشفرة المقدمة في المثال (١1,١١,؟).‏ لحساب تناذر المجموعات 
المشاركة نقوم باختيار طليعة كل من المجموعات المشاركة ومن ثم نقوم بحساب التناذر 
كما هو مبين في الحدول التالي : 


التناذر ۸1> | طليعة الممجموعة المشاركة نا 





00 0000 
11 1000 
01 0100 
10 0010 
لاحظ مرة أخرى أن كل كلمة من الطول 2 ظهرت مرة واحدة فقط كتناذر. 4 


0 الجدول المبين في المثال (1,5١,5؟)‏ الذي يقابل بين طلائع المجموعات 
المشاركة وتناذراتهاء صفيف فك التشفير القياسي (Standard Decoding Array)‏ أو 
اختصارا 4 لإنشاء الحدول 584 نقوم أو لا بإيجاد المجموعات المشاركة للشفرة ومن 
ثم نختار طليعة » لكل منها (وهي كلمة ذات وزن أصغر في المجموعة المشاركة). بعد 
ذلك نجد مصفوفة اختبار النوعية 7 للشفرة ومن ثم نقوم بحساب 1> لكل طليعة نا. 
وطريقة أسرع لإنشاء 5084 تكون باستخدام مصفوفة اختبار النوعية /8 لحساب المسافة #4 
للشفرة © وتوليد جميع أنماط الأخطاء ٠‏ التى تحقق [1(/2 - 4)] > (1)6 ومن ثم 
حساب التناذر ٥۸‏ = 5 لكل منها. 
مثال ١,7١‏ ١,؟)‏ 

لإنشاء جدول 504 للشفرة 6 المقدمة في المثال ),٠١,١(‏ حيث المجموعات 
المشاركة مبينة في امال المذكور. لاحظ أولا أن لكل من المجموعات المشاركة السبع الأولى 
كلمة طليعية واحدة فقط وهي أول كلمة في المجموعة المشاركة» أما بالنسبة للمجموعات 
المشاركة الأخيرة فلها ثلاث كلمات طليعية هي 000101» 001010؛ 110000: وزن 


الشف ات الخطية ١5‏ 


كل منها يساوي 2. إذا أردنا استخدام طريقة 8119© فنختار أي منها ولتكن 000101 
كطليعة (نمط الخطأ المفترض) للمجموعة المشاركة. أما إذا استخدمنا طريقة M15‏ 
فنقوم بطلب إعادة إرسال ونضع علامة * في جدول 504 ليدل على ذلك. نجد الآن 
مصفوفة اختبار النوعية ۲1 للشفرة 6 : 

110 

011 


111 


100 
010 


001 


وبافتراض استخدام طريقة C۷12‏ يكون جدول 524 للشفرة ٤‏ هو : 


التناذر 1/87 فط الخطأ 





000000 000 
100000 110 
010000 001 
001000 111 
000100 100 
000010 010 
000001 001 
000101 101 


لاحظ أن التناذرات هي جميع كلمات ۸. طليعة المجموعة المشاركة 6 هي الكلمة الصفرية 
دائما ويكون تنادّرها الكلمة الصفرية. تناذر الكلمة 000101 = » التي اخترناها كطليعة 
للمجموعة المشاركة الأخيرة هو 101 = ۸1 وهذا مجموع الصفين 4 و 6 من المصفوفة 11 
ويمثلان مواقع الإحداثي 1 في مط الخطأ ». لو استخدمنا طريقة 1811.9 فنضع علامة * 
في هذا المكان. 1 
تمارين 


(۲,۱۱,۸) أنشئ جدول 804 بافتراض استخدام 18412 لكل من شفرات التمرين 
.)5,١١,5(‏ 


۲ نظرية التشفير والتعمية 
(۲,۱۱,۹) أنشئ جدول 5804 بافتراض استخدام 18412 لكل من شفرات التمرين 
(TY)‏ 
(۲,۱۱,۱۰) أنشئ جدول 5804 بافتراض استخدام 18418 لكل من شفرات التمرين 
.(T,1*,A)‏ 

۴,١١, ٤( برهن البرهنة‎ ١,١,١ ١( 

بعد هذا الحهد المبذول لإنشاء جدول S5۸‏ نستطيع الآن استخدامه لفك التشفير 
: يقة 2|« ويتم ذلك على النحو التالي : 

عند استقبالنا لكلمة س نقوم بحساب تناذرها 8« وبعد ذلك نبحث في جدول 
4 لإيجاد طليعة المجموعة المشاركة » بحيث يكون »ا = [8/ا. وبهذا نستنتح أن كلمة 
الشفرة التي على الأرجح تكون قد أرسلت هي ها + س = نا. 
مغال 5١‏ 19,9,؟) 

لتكن © الشفرة المبينة في المثال (9,١١,5؟).‏ جدول 5804 أنشأناه في المثال 
),١,١(‏ ووجدنا مصفوفة اختبار التوعية # فى المثال .),١١,۳(‏ لنفرض أن 
1 = س كلمة مستقبلة. عندئذء تناذر س هو 11 = ١۲س.‏ وبالنظر إلى جدول 554 نجد 
أن الكلمة الطليعية » التي تحقق 11 = ١۸س‏ هي 1000 = » التي تقع في الصف الثاني 
من جدول 504. وبهذا نستنتج أن 0101 = + + س  -‏ هي كلمة الشفرة المرسلة. أما 
إذا كانت 1111 = س هي الكلمة المستقبلة فنرى أن للد = 01 = W#‏ حيث 0100 = نا 
هي الكلمة الواقعة في الصف الثالث من جدول 524. إذن: يكون فك تشقفير س هو 
1 = ا + س = . هذه النتائج تتفق مع ما وجدناه في المثال (1,١١,؟).‏ 4 

لاحظ أن كلمة الشفرة 0101 = < هي فك تشفير الكلمة المستقبلة 1101 = س 
(ق المثال السابق). وعساب المسافات بين 1101 = س وكلمات الشغرة 6 جد أن : 


d(0000,1101) =3 ,  2)0101,1101( =1 
d(1011,1101) =2 , d(1110,1101( - 2 


الشفرات النطية ؟ ١١‏ 


وبهذا نرى أن 0101 = « هى بالفعل أقرب كلمة شفرة إلى /لا. 
أما فى حالة الكلمة المستقبلة 1111 = س فكان فك تشفيرها هو 1011 - تا. 
ويحساب المسافات بين س وكلمات الشغرة 6 نجد أن: 


2400000 ,1111( =4 ب‎ 240101 ,1111( = 2 
d(1011,1111) =1 ب‎ d(1110,1111) =1 


من ذلك نرى وجود كلمتي شفرة هما الأقرب إلى 1111 = س. وهذا ليس بالشيء 
المفاجيئ ؛ لأن الكلمة الطليعية في المجموعة المشاركة التي تحتوي ١‏ لم تكن وحيدة. وبا 
أننا نستخدم طريقة 0211:9» فنختار كلمة طليعية للمجموعة المشاركة من بين كلماتها 
الطليعية المختلفة وهذا بدوره يؤدي إلى اختيار إحدى كامات 6 الأقرب إلى .w‏ 4 
مثال ١١,15"‏ ؟) 
إذا كانت © هي الشفرة المقدمة في المثال (8,٠١,؟)‏ فإن جدول 504 هو المنشأ 
في المثال /7,91,1). سنقوم بفك بعض التشفيرات باستخدام 524. 
لنفرض أن الكلمة المستقبلة هى 110111 = سw.‏ عندئذء 010 = 1س وكلمة 
طليعية »ا تحقق !إلا = ۸س هي الكلمة الواقعة في الصف السادس من جدول 59124 
(000010 = 4). إذن تستنتج طريقة 0211.5 أن : 
yv =w +u = 110111 + 000010 = 1‏ 
هي كلمة الشفرة التي تم إرسالها في هذه الحالة. 
أما إذا كانت الكلمة المستقبلة هي 110000 = ثلا فيكون اللا = 101 = W١‏ حيث 
1 = ا هي الكلمة الطليعية الواقعة في الصف الأخير من جدول 504. إذنء 
يكون فك تشهير ۷ هو : 
w+ u = 110000 + 000101 - 1‏ = بر 
لاحظ أنه لو اخترنا 001010 = '» ككلمة طليعية في المجموعة المشاركة الأخيرة 
لكان فك تشمير ١‏ هو : 


„Û =w + u" = 110000 + 001010 = 0‏ قر 


١ 


غمارين 


ا 


16 


,15( 


,۷( 


,14( 


,١5( 


55 اذا كانت الكلمة المستقلة هي 0 = س في المثال )5,١١,١7(‏ 
وإذا اخترنا 110000 = "٠ا‏ ككلمة طليعية للمجموعة المشاركة الأخيرة 

015 لنفرض أن 1 = س هي الكلمة المستقبلة في المثال ( ١,١‏ ١,؟).‏ 
بين أن كلمة الشفرة 110101 = ما هي بالفعل الأقرب إلى /ا. 

۲,۹۱۹ )اذا كانت 0 = ۷ هي الكلمة المستقبلة في المثال )5,١١,١1(‏ 
فجد جميع كلمات الشفرة © الأقرب إلى س. 

615 أعد فك التشغير للتمرين (1:7١,؟)‏ باستخدام جدول 5804 المبين في 
المغال (۷,١١,؟).‏ 

05 للشفرة المعطاة في المثال (9,1١,؟)ء:‏ فك تشفير كل من الكلمات 
المرسلة س التالية : 

(أ) 011101 (ب) 110101 

(ج) 111111 (د) 000000. 

١‏ ) استخدم جدول 524 لكل من الشفرات التالية لفك تشفير الكلمات 
المرسلة المعطاة (جداول 524 لبذه الشفرة تم إنشاؤها في التمرينين (/,١١,؟)‏ 
و (۲,۱۹,۹(( 

C = {0000,1001,0101 , 1100} )أ(‎ 
w = 0101 (iii) w = 1001 (ii) w = 1110 )1( 

C = 00000 ,10100,01011,11111([ (ب)‎ 
w = 10001 (iii) w = 01110 (ii) w = 10101 )( 

(ج) }100011 , 001110, 111000{ = م 


w = 011011 (iii) w = 011110 (ii) w = 101010 (i) 


الشفرات النطية ن ١١‏ 


: 51,؟) لتكن 8 مصفوفة اختبار النوعية لشفرة 6 حيث‎ 1١,7 
011 
101 
110 
100 
010 
001 


فك تشفير كل من الكلمات المستقبلة س التالية : 

(أ) 110100 (ب) 111111 

(ج) 101010 (د) 000110 
)5,١١,51(‏ لتكن © شفرة من الطول 7 حيث مصفوفة اختبار النوعية 11 هي المصفوفة 

من الدرجة 3 × 7 التي جميع كلمات صفوفها غير صفرية ومن الطول 3. 

() أنشئ جدول 5804 للشفرة 6. 

(ب) فك تشفير 1010101. 

يتم إنشاء جدول 524 لغرض استخدامه في فك التشفير بطريقة «1211:1 على 
النحو التالي : 

لنفرض أن هى الكلمة المستقبلة. عندئذ يكون عدد كلمات الشفرة © الأقرب 
إلى لا مساويا لعدد أنماط الأخطاء فى المجموعة المشاركة س + 6 ذات الوزن الأصغر. 
ففي حالة وجود مجموعة مشاركة للشفرة © تحتوي على أكثر من كلمة وزنها أصغري 
نقوم بحذف هذه المجموعة المشاركة وتناذرها من جدول 5984. علاوة على ذلك فإن 
وزن كلمة طليعية في مجموعة مشاركة يساوي عدد أغاط الأخطاء التي يتم تصويبها 
عند استخدام طريقة 801:1 عند استقبالنا لكلمة تنتمي إلى المجموعة المشاركة نفسهاء 
فإذا كان هذا الوزن كيرا فمن الممكن اتخاذ قرار حذف المجموعة المشاركة هذه مع 
تناذرها من جدول 504 (في حالة استخدام 181:52) حتى لو كانت هذه الكلمة ذات 


الوزن الأصغر وحيدة في المجموعة المشاركة المشار إليها. بهذا حصل على جدول 524 


5 نظرية التشفير والتعمية 
مختصر لطريقة «1811:1. وق هذه الحالة عند استقبالنا لكلمة تناذرها ليس من ضمن 
التناذرات التي يتكون منها جدول 524 المختصر فإننا نطلب إعادة إرسال. 

عند التطسق العملي نتعامل عادة مع شمرات عدد كلماتها كبر ا على 
سبيل المثال ء ليس مفاجئا أن يكون عدد كلمات شفرة يساوي 25 ومن ثم يكون عدد 
صفوف جدول 524 حوالي "10 × 1.126 ما يتسبب في صعوبة تنفيد جدول 55۸4 
لغرض فك تشفير شفرات خطية. وبهذا يمكن القول إنه لم يتم حل مسألة فك التشفير 
عند الاستخدام العملي لطريقة 211.2. ومع ذلك سنرى لاحقا أن طريقة ]36 فعّالة 
حسابيا لشفرات خطية يتم إنشاؤها بمواصفات محددة. في الحقيقة» أحد أهداف نظرية 
اعد هو انا كيت ات كةن :نلك ق ها سيا و اة طريقة وا 


)5,١7(‏ موثوقية 1311.7 للشفرات الخطية 
Reliability of IMLD for Linear Codes‏ 
لتكن 6 شفرة خطية طولہا ” وبعدها ۸. تذكر أنه إذا تم إرسال 6 © « عن طريق 
قناة ©8856 باحتمال م فإن (,8,)6 هو احتمال استنتاج طريقة .1841 بأن الكلمة 8 هي 
بالفعل الكلمة المرسلة. 
لكل كلمة طليعية وحيدة » في مجموعة مشاركة ولكل كلمة < من كلمات 
شفرة 6 تكون :+ 0 أقرب إلى م منها إلى أي كلمة شفرة ا اذا كانت 
u‏ + س + س لكلمة س من كلمات الشفرة ولكلمة طليعية وحيدة ا فى مجموعة مشاركة 
فإنه توجد كلمة شفرة أخرى بحيث يكون قرب » منها أقل من أو يساوي قرب ۷« 
من «. عندئذء للشفرات النطية تكون مجموعة الكلمات (2)7 الأقرب إلى 7 من 
كلمات الشفرة الأخرى هي : 


(/ا هى كلمة طليعية وحيدة لمجموعة مشاركة: بد لخ مد ح L(v) = {w:w‏ 


الشفرات الخطية باه ١‏ 


وبهذا نرى أنه إذا كانت u‏ + س = س فقيمة (/,) م6 تعتمد فقط على (/0)غ/ا. 
وبهذا لا تعتمد قيمة الاحتمال (ا,6,)6 على ١‏ للشفرات الخطية 6. سترمز لهذا 
الاحتمال المشترك بالرمز (6,)0. عندئذ : 


pC = ptt‏ ره 


u€L(0) 

بناء على ذلك» لإيجاد موثوقية شفرة خطية نحتاج فقط إلى معرفة الكلمات 
الطليعية الوحيدة للمجموعات المشاركة» حيث نقوم بحساب احتمال كل من كلمات 
الطليعة الوحيدة في المجموعات المشاركة باعتبارها نمط خطأ ومن ثم نأخذ مجموع هذه 
الاحتمالات للحصول على (6,)6. 

لاحظ أننا قد بِيّنا أيضا أن مجموعة أنماط الأخطاء التي تصوّبها الشفرات الخطية 
بطريقة 1101.5 تساوى مجموعة الكلمات الطليعية الوحيدة للمجموعات المشاركة. 
مثال ١7,١١‏ ؟) 

لتكن © الشهرة المقدمة في المثال (8 ٠,‏ ١,؟).‏ توجد للمجموعات المشاركة كلمة 
طليعية واحدة وزنها 0 وست كلمات طليعية وزن كل منها يساوي 1. إذن» باستخدام 


131.0 نجد أن (م - 1)كم6 + كم = (8,)6. 4 


mk 


رين 
زقكر» ١,؟).‏ 


رمم رماس 


الشكرات التامة والشكرات ذات الصلة بها 
Perfect & Related Codes‏ 


)"”,١(‏ بعض الحدود على الشفرات 
Some Bounds for Codes‏ 


نتناول الآن مسألة إيجاد عدد كلمات شفرة خطية طولہا # ومسافتها 4. هذه إحدى 
المسائل غير ا حلولة للشفرات العامة ولكن يمكن حلها لبعض قيم 7 و 4. سنجد بعض 
الحدود على سعة شفرة معرفة 8 و 0. 


إذا كان و ۸ عددين صحيحين حيث ۸ > + > 0 فنعلم أن : 


ا 
إ(خ - t! (n‏ ا 
هو عدد المجموعات الجزئية التي عدد عناصر كل منها ‏ التي يمكن اختيارها من 
مجموعة عدد عناصرها 7. وبهذا نرى أن () هو عدد الكلمات ذات الطول 7 والوزن 6. 
وبهذا نحصل مباشرة على الحقيقة التالية : 
مبرهنة )5,١,١(‏ 
إذا كان ۸ = + > 0 وكانت n‏ كلمة طولبا ۸ فان عدد الكلمات ذات الطول ۸ 
والتي تبعد عن س بمسافة لا تزيد عن + هو : 


. (0) + (1+ (2) ++ (¢) 


۱۰۹ 


1 نظرية التشفير والتعمية 

ما أن عدد جميع الكلمات ذات الطول ۸ يساوي ”2 فبوضع ۸ = + في المبرهنة 
13" رع أن: 

"2 = ),( ++ )2( +(1) + )0( 
غرين 
(۳,۱,۲) لتكن 10110 = + و 3 = .٤‏ تحقق من صواب المبرهنة )1,١,1(‏ بإيجاد جميع 
كلمات 25 التى بعدها عن « هو على الأكثر 3 ومن ثم تحقق من أننا 
نستطيع الحصول على هذا العدد من الكلمات بتطبيق المبرهنة .)",١,١(‏ 

لإيجاد جميع الكلمات التي تبعد مسافة + عن كلمة معينة س نقوم بإيجاد الجاميع 
س + ص لكل الكلمات س ذات الوزن .٤‏ فإذا كان طول الشهرة 6 يساوي 7 ومسافتها هي 
1 2 = 4 فلا توجد أي كلمة س تبعد مسافة على الأكثر + من كلمتي شفرة :ا و ينا 
مختلفتين. ولرؤية ذلك لاحظ أنه إذا كان + > (رتة,/ا)4 و غ > (ينا,/ا) 24 حيث ونه 72 ا 
فنرى أن : 

d(v,,w) + d(w, vy) > 2t > d = 2t +1‏ > (يناىرم)0 

وهذا يناقض تعريف مسافة الشفرة 6. ما سبق نرى أنه إذا كان طول الشفرة 6 
يساوي 7 ومسافتها تساوي 1 + 26 = 4 فإن مجموعة جميع كلمات "۸ التي تبعد مسافة ا 
على الأكثر من كلمة شفرة :ا لا تتقاطع مع مجموعة كلمات الشفرة التي تبعد بمسافة على 
الأكثر غ من كلمة شفرة أخرى را حيث ولا 36 رم وبهذا نكون قد أثبتنا المبرهنة التالية : 
مبرهنة )۳,1,۳( ] حد هامينغ [Hamming Bound‏ 

إذا كانت © شفرة طولبا : ومسافتها 1 + +2 - 4 أو 2 + +2 = 24 فإن : 


010+ (+--+ (| > 


ت 
n‏ 


2 


(o) (1+ +(e) 


.|6| > 


الشفرات الثامة والشفرات ذات العملة مها ١١1١‏ 
إن حد هامينغ هو حد أعلى لعدد كلمات شفرة (سواء أكانت خطية أم لا) 
طوليا :د ومسافتها 2+1 = 4. وبا أن [1(/2 - 4)] = ٤‏ فنجد استنادا إلى المبرهنة 
)١,17,5(‏ أن مثل هذه الشفرات تُصوب جميع أنماط الأخطاء ذات الأوزان التي 
لا تزيد عن .٤‏ 
مثال )*,١,5(‏ 
إذا كانت 6 شفرة خطية طولبا 6 = ۸ ومسافتها 3 - 4 (1 + (2)1 = 3 = 4) 


فنرى أن : 

2 é4 é4 

E rrr FT FS 

7 1+6 ا 
وبما أن |6| قوة للعدد 2 فيكون 8 > |٣|‏ وبهذا نجد أن 3 > 40 = ). 4 
تمارين 


)",١,5(‏ جد حدا أعلى لبعد الشفرة الخطية لقيم : و 4 المعطاة. 


d=3«n=7 (ب)‎ d=3n=8 (Î) 
=3 n = 5 ردم‎ i =5 A = 10 رح‎ 
=7 :2- 23 (ه) 58-15 5 - ل زو)‎ 


(1,5,") تحقق من صحة حد هامينغ للشفرات الخطية التي لبا المصفوفة المولدة التالية : 


100111 111110000000000] 

= 10101| (ب)‎ G = oo0001111100000| (1) 
001011 000001111111111 
1000111 

.  )-|0 ظ‎ 

(ج) 0 9 
0001011 





نعلم من البند (۲,۷) والمبرهنة )۲,۹,١(‏ أن مصفوفة اختبار النوعية ٨‏ لشفرة 
خطية من النوع (2,,4) هي مصفوفة من الدرجة (۸ - ۸) × ۸ بحيث يكون آي 1 - 04 


7 نظرية العشقير والتعمة 
صفا من صفوفها مُستقلة خطيا. وجا أن طول كل من صفوفها يساوي / - : فيستحيل وجود 
اکر عن ۴ ٠‏ من الت ااا عا ان وك اد وان ام2 
ونكون قد برهنا النتيجة التالية التي تسمى حد سينغلتود (Singleton Bound)‏ : 
مبرهنة )۳,1,۷( [ حد سينغلتوك [Singleton Bound‏ 

إذا كانت 6 شفرة خطية من النوع (1,0,) فإن ) -2 > 1 - 04. 3 

لاحظ أن حد سينغلتون أضعف من حد هامينغ » فمثلاء إذا كان 15 = 2 و 5 = 4 
فإن 11 > 6 استنادا إلى المبرهنة (۳,۱,۷) وإن 8 > » استنادا إلى حد هامينغ. وعلى 
الرغم من ذلك» يوجد صنف مهم من الشفرات تدعى الشفرات ذات المسافة العظمى 
القابلة للفصل وهذه شفرات تتحقق فيها المساواة لحد سينغلتون. نقول إن الشفرة الخطية 
من النوع (4 k,‏ ,) شهرة قابلة للمصل بالمسافة العظمى (Maximum Distance Separable)‏ 
أو اختصارا شفرة M58‏ إذا كان 1 + + - ۸ = 4 أو (1 + 4 - ۸ = .)k‏ 

المبرهنة التالية تزودنا ببعض التمييزات المتكافئة لشفرات 81125. 
مبرهنة )7",١,/8(‏ 

العبارات التالية متكافئة للشفرات الخطية 6 من النوع (2,/,0) : 

)1( 1+ - م ع 4, 

(؟) أي + -: من صفوف مصفوفة اختبار النوعية مُستقلة خطيا. 

(۳) أي * من أعمدة مصفوفة مولدة مستقلة خطيا. 

.21105 هي شفرة‎ € )٤( 
البرهان‎ 

باستخدام المبرهنة (۳,۱,۷) نعلم أن 1 + - ۸ > 4. ولكن 1 + - 2 > 4 إذا 
ولط كان د روسن م E‏ لفو اله يط اننم 0 
تكافئ (۲). ولاثبات أن )١(‏ تكافئ (۳) لاحظ أنه إذا كان 1 + ۸ - ۸= 4 فلا توجد 


الشفرات التامة والشفرات ذات الصلة مها 17 ١‏ 


كلمة شفرة غير صفرية تحتوي على أكثر من 1- «» إحداثى صفري. ولكن من السهل 
إثبات أن أي × من أعمدة مصفوفة مولدة من الدرجة ۸× ۸K‏ مرتبطة خطيا إذا وفقط إذا 
وجدت كلمة شفرة غير الصفرية محتوي عدد » من الإحداثيات الصفرية في هذه المواقع 
(أثيت هذه العبارة). E‏ 
نتيجة )",١,53(‏ 
الشفرة الثنوية لشفرة 2155 من النوع (1 + ۸ -7,,7) هي شفرة 2055 من النوع 
(nn —k,k +1)‏ 8 
سنعطي أمثلة على شفرات 128 عند دراستنا لشفرات ريد وسولومن. 
مارين 
Nae‏ خط 
1001 
0 = 6 
00101 
عين كلمة شفرة تكون الإحداثيات 5» 3: 2 فيها صفرية. 
رققرة 86 إذا كانت افد نق مولدة قن الذريجة وعد تة ا 
فأثبت وجود كلمة شفرة غير صفرية إحداثياتها أصفار في هذه المواقع. 
فدها الآث عارك إنقاة كفرات لأعهداذ معظاة 4 » علا » :+ فيفل )ذا كاذ 
5 = * و 5 = 4 فاستنادا إلى حد هامينغ لا توجد شفرة يكون بُعدها 10 = ۸ ولكن 
هذا الحد لك منع وجود شفرة من النوع (15,8,5). فهل نستطيع إيجاد شفرة من النوع 
(15,8,5)؟ إن حل هذه المسألة بصورة عامة عاذ ها يكرن هيما جا ولكن إحدى 
الطرق التي يمكن اتباعها هي إيحاد مصفوفة اختبار النوعية ثل هذه الشفرات. أي 
بفرض أن ۸ - ۸= »٣‏ نحاول إيجاد عدد ۸ من المتجهات طول كل منها ”7 لتكون 
صفوفا للمصفوفة #8 على شرط أن تكون أي مجموعة من المتجهات عددها 4-1 


١ ١‏ نظرية التشفر والتعمية 
مغال ۳,١,۱۲‏ 

لنفرض أن 15 = ۸» 6= #؛ 5= 4. عندئذ» 9= 15-6 - .٣‏ ويهذا نرغب 
خظا. غاد التجهاث السعة الأول متها غناة سيلة حبك هن الك اعاعا موف 
المصفوفة المحايدة وا من الدرجة 9< 9. لنفرض الآن أننا استطعنا إيجاد ثلاثة متجهات 
أخرى بطريقة ما ليصبح عدد المتجهات التى وجدناها يساوى 2. وبهذا تكون : 


۶ 
111100000 
H = |100011100 


101000011 
1 


قبل الشروع في محاولة إحاد متجه آخر الاحظط أنه من الممكن ائنات وجود مثل 
هذا المتجه على النحو التالى : لا يمكن أن يكون هذا المتجه صفريا أو من المتجهات 
الاثنيى عشر التي تم اختيارها سابقا من بين جميع المتجهات والتي عددها 2. كما أن 
هذا المتجه لا يمكن أن يكون مجموع متجهين أو ثلاثة متجهات من المنجهات التي تم 
اشعاريهاء أن الل بون ال عم عام خط مك م هآر 4 تبات وهنا 
ممه I‏ ا ا 
يستثني اختيار ( 4 ) + () متجها على الأكثر. 
وباستثناء الشروط السابقة يكون بإمكاننا اختيار أى متجه غا تبقى من المتجهات. 
وما أنْ: 
212١ , 12‏ 0126 
> (12) + (2) + (12) + 1 
فثرق أن مل هذا المتبحه من سحو د. على سبيل المثخال, مسن الممكن اختيار المتحه 
0 ليكون الصف الثالث عشر للمصفوفة 8. نترك عملية اختيار الصفين 


الشفرات التامة والشفر ات ذات الصلة مها 0 


بين لنا المثال (؟١,١,")‏ (والتمارين ذات العلاقة) وجود شفرات من النوع 
(15,6,5). وهذا بدوره يزودنا جحد أدنى للسعة العظمى (أو لأكبر بعد) لشفرة خطية 
تُحقق 15 = ۸ » 5 = 4. أي أن 8 > + = 6. 

المبرهنة التالية تعميم للمثال )5,١,١7(‏ لإنشاء شفرات خطية (ومن ثم إيجاد 
حدود دنيا) ونترك إثباتها للتمرين (؟ ؟,1,"). 
بس شنة ( ۳,۱,۱۳ ) [ حد جا ت و فا شا ف [Gilbert-Varshamov Bound‏ 
مبرهنة ر و رسامو 

5 ا‎ > 6 2 5 1-1 11-1 59 71-1 mik * 1 

إذا كان 2> )+ + 1 ) + ( 0 ) فتوجد شفرة خطية من 
النوع .(n,k, d)‏ لا 
نتيجة )",١,١ ٤(‏ 

إذا كان1 + ۸ و 1 + 4 فتوجد شفرة خطية ٤‏ طولها 7 ومسافتها على الأقل 4 


و حمق : 


2711-1 
E CL 

هل توجد شفرة خطية طولها 9 = ۸" وبعدها 2 = ۸ ومسافتها 5 = 4 ؟ 
الحل 

لاحظ أن : 

ا ل ل ل كسم ل بكو 

وأن 128 = 27 = 29-2 = *-"2. وبما أن 8 > 93 فنری استنادا إلى حد جلبرت 
وفارشاموف وجود مثل هذه الشفرة الخطية. 4 
مثال )",1١,١5١‏ 


جد حدا أدنى وحدا أعلى لبعد الشفرة الخطية ۸ حيث 9 - + و 5 =4. 


١,5‏ نظرية التشغير والتعمية 


الحل 


باستخدام النتيجة (5 )",١,١‏ نجد أن حد أدنى لعدد عناصر الشفرة © هو : 


ا 256 2 22-1 gm-1‏ ۱ 
96 = کک = = < |ن)|. 
93 93 


RS E 
.| 6| < 4 قوة للعدد 2. وبهذا يكون‎ |٣| خطية ومن ثم فإن‎ ٤ ولكن‎ 
: ولإيجاد حد أعلى للعدد |16 نستخدم حد هامينغ فنجد‎ 


83 1۶ 2 ےت يكيب > || 


789 
9١ f f 0 0‏ 
(g(t) 1+9+36 46‏ 
ولكن © شفرة خطية ومن ثم |٤|‏ قوة للعدد 2. وبهذا يكون 8 > |6). نما سبق نجد أن 
23 > |6| > 2. أي أن 3 > + > 2. وبهذا توجد شفرات خطية من النوع (9,2,5) 





و(9,3,5) ولكن لا توجد شفرات خطية من النوع (9,,5) حيث 3 <۸ A‏ 
مثال )"”*,١ ١7‏ 
هل توجد شفرة خطية من النوع (15,7,5)؟ 
الحل 
باستخدام حد جلبرت وفارشاموف نرى أن : 
("o (++ -2) =6) + (17+ (2) (5)‏ 
0 = 364 + 91 + 1+14 = 
وأن 256 = 215-77 = *"2. وما أن 256 < 470 فنجد أن حد جلبرت وقارشاموف غير 
مُحقق ومن ثم فلا نستطيع الجزم بوجود أو عدم وجود مثل هذه الشفرات. سنرى لاحقا 
أن مثل هذه الشفرة موجودة وهي مثال على شفرة 8013 التي تَصوّب خطأين. 4 
تمارين 
)",١,14(‏ لكل فقرة من فقرات التمرين )7,١,7(‏ ضع 24 = 4 ثم قرر وجود أو 
عدم وجود شفرة تحقق المطلوب. وفي حالة عدم تقييد /؛ د 
اا أعلى لعدد كلمات الشفرة. 


الشفرات الثامة والشفرات ذات الصلة مها 11۷¥ 


(9,19,") جد حدا أدنى خا أعلى لعدد كلمات الشفرات الخطية ذات الطول 7 


والمسافة 4 لما يلي : 
iS‏ (ب) 2-15 , 4-3 
(ج) d=3ın=11‏ (د) 12 -<1غ. 3 ح تق 
(ه) d=4n=12‏ و( d=5«n=12‏ 


)",١,7(‏ هل من الممكن إيجاد شفرة خطية من النوع (8,3,5) ؟ 
)۳,١,۲١(‏ جد شغرة من النوع (15,6,5) بإنشاء مصفوفة اختبار النوعية (انظر المثال) 
(؟1,١,")‏ ولاحظ أن وزن كل من الكلمات الثلاث الباقية يجب أن يكون 
على الأقل 4. لماذا ؟) 
(؟5؟,١,")‏ لتكن :2 مصفوفة من الدرجة (۸ - )١‏ ×¡ حيث أي 4-1 من صفوفها 
(أ) أثبت أنه يوجد على الأكثر (, أ ر) )١( +٠٠+‏ + (0) = :۸ كلمة في المجموعة 
“۸ بحيث تكون كل منها تركيباً خطياً لعلى الأكثر 2 - 4 صفاً من صفوف ,1. 
(ب) إذا كان *-"2 > ;۸ فبرهن أنه يمكن إضافة صف بحيث يكون أي 4-1 
من موق المشوفة الناهة جه I‏ خظا. 
(ج) أثبت حد جلبرت وفارشاموف. 


(د) ات اة( ١ا‏ 


(؟,”") الشفرات العامة 
Perfect Codes‏ 
نقول إن الشفرة © من الطول ۸ والمسافة الفردية 2+1 - 4 هي شفرة تامة 
)Perfect Code)‏ !ذا حققت المساواة ف حل هامينغ المسسن ف المسرهنة ( 1ر١1‏ , ؟). أي إذا كان : 
2 
(o) *(1)+*( e)‏ 


E2 


۱۱۸ نظرية التشفير والتعمية 


على الرغم من عدم وجود عدد كبير من الشفرات الخطية التامة إلا ان لهذا 
العدد القليل من الشفرات الخطية التامة أهمية كبيرة. الجزء الأهم في إنشاء شفرة خطية 
تامة يكمن في التحقق من أن العدد (©) +0.0+ (7) + (0) هو قوة للعدد 2 ؛ (لأن |٥١‏ 
قوة للعدد 2). 
مغال (١١,؟,*")‏ 

er PLA البيت‎ 
الحل‎ 


لاحظ أن مسافة "۸ هى 1 + (2)0 = 1 = 4 ومن ثم فإن 0 = 6. ونرى أن : 


21 ا 
IK"‏ 2711 ج rT‏ و rT TE‏ 
(o) + (1)+ + (¢) (o)‏ 
وبهدا تكون "۸ شفرة تامة. 


مثال (۲ ,۲ ,۳) 

إذا كانت © شفرة تامة حيث طولهبا ومسافتها متساويان ويساوي كل منهما 
1 + غ2 فأثبت أن © تحتوي على كلمتين فقط. 
الحل 

لنفرض أن 1 + +2 = = ۸. عندئذ: 

)4( وم > ووس ويج = لم 
وبهذا نرى أن : 
")2 -م) = )1(2 - (n1) = (n‏ = )0( 


وبوضع 1 + 26 = 7 تجد : 


et‏ 1 لوي ١‏ ل( 


الشفر ات التامة والشفر ات ذات الصملة مها 


Tt 1 


e 


إذنء 2 = 


لاحظ أن شفرة التكرار [00,11] = 6 هى الشفرة الخطية التامة الوحيدة التى تحتوى 


4 
الغقرتان المتدتان ف الان ر١‏ لا و رر هما شفركات تامغانء ولک 


لا توجد لبما فائدة تُذكر عند التطبيق العملي ولبذا السبب يُطلق عليهما الشفرتان 
التامتان التافهتات .(Trivial Perfect Codes)‏ 


مثال (۳,۲,۳) 


إذا كان 7 = ۸ و 3 - 4 فنرى أن 1 = غ وأن : 


27 128 
= =16 =1 


ل gğ‏ ت | )|, 
8 / 7 
e‏ 
وبهذا نرى إمكانية وجود شفرة خطية تامة طولبا 7 = ۸ ومسافتها 3 = 4. هذه الشفرة 


مو جودة er‏ شغرة هامينغ (ع000) 15أسرمريع11) وستقدمها في البند القادم. > 
مثال ٤(‏ ,۳,۲ 


إذا كان 23 = ۸ و 7 = 4 فان 3 = ٤‏ وإن: 


ل 2 7 د 
1 + 253 + 23 + 1 00 5 0 : 0 + 00 


در 023 


0 912 2ش - 5 
7T 2 4096‏ رمد = 
وهذا يبين إمكانية وجود شفرة خطية تامة طولها 23 = ” ومسافتها 7 = 4. سنرى في 


دند قادح أن مث هله الشمرة مو جو دة e‏ شغرة غو ليه .{(Golay Code)‏ شر 


0 نظرية التشفير والتعمية 


(ه,؟,") إذا كان 1 - 27 = ۸ فأثبت أن ”2 = ( () + (ى). 
(7,5,؟) هل توجد شفرة تامة للقيم ^ و 4 التالية : 

n= 15 )(‏ 3ع 4 (ب) 31 =۸ 3= قو 

(ج) 2-15 4-5 ؟ 

لقد تم إيجاد القيم والمسافات الممكنة للشفرات التامة من قبل تيتافايرن وفان لنت 
and Van Lint)‏ معئنة حرة)ء13) في العام ۱۹۷۳م ولكن برهان ذلك يخرجنا عن نطاق 
هذا الكتاب. 
مبرهنة ,١7(‏ ؟ , 3) 

إذا كانت © شفرة تامة غير تافهة طولبها # ومسافتها 1 + +2 = 4 فإما أن 23 = ۸" 
و 7= أو أن 22-1 = ۸ حيث 3 < و 4=3. 8 
مبرهنة (/,؟, 3) 

إذا كانت © شفرة خطية تامة طولها # ومسافتها 1 + +2 = 4 فان © تصوب فقط 
جميع أغماط الأخطاء التي أوزانها لا تزيد عن . 
البرهان 

لنفرض أن © شفرة خطية طولبا # ومسافتها 1+ 2 = 4. بينا في المبرهنة 
0,۲,۹ أن © تصوب جميع أنماط الأخطاء ذات الأوزان التي لا تزيد عن 
.t = )1- 2‏ ولہذا فكل كلمة طولها 7# ووزنها لا يزيد عن + هي كلمة طليعية 
مجموعة مشاركة. وعدد هذه الكلمات يساوي : 

+++ 


ولكن هذا العدد ما هو إلا عدد المجموعات المشاركة للشفرات التامة. . 


الشفرات التامة والشفرات ذات الصلة مها ۲۹ 


لاحظ أنه من الممكن إعادة صياغة نص المبرهنة (۲,۸ ,") ليكون : 

كل من كلمات "۸ والتي عددها "2 تبعد مسافة ٤‏ عن كلمة شفرة واحدة فقط. 

هذه الخاصية تساعدنا على حساب عدد كلمات الشفرة ذات الوزن الأصغر غير 
الصفري للشفرة التامة. الشفرة التامة التي تُصوب جميع أنماط الأخطاء ذات الأوزان 
الذي لا تزيد عن + تُدعى شفرة تامة من الدرجة + في تصويب الأخطاء ( ام۴ 
Error Correcting Code‏ -). ومن المسرهنة 19١‏ ؟ , ") کد أن فيم ع الممكنة شي 1=( 


و 3 = ا. سندرس الحالة 1 = : في البند التالي. 


7",59) شفرات هامينغ 


Hamming Code 
نحن الآن جاهزون لتصميم شفرة. ندرس عائلة مهمة من الشفرات التي من السهل‎ 
تشفير كلماتها وفك تشفيرها والتي تُصِوّب جميع أنماط الأخطاء ذات الخطأ الواحد.‎ 
لتكن © شفرة من الطول 1 - 2 = ۸ حيث 2 < ” ولتكن 787 مصفوفة اختبار‎ 
النوعية للشفرة 6. إذا كانت جميع صفوف 1 متجهات غير صفرية من الطول ” فنقول‎ 
.2” - 1 إن 6 شفرة هامينغ (ع000) عوستصسصد1]1) من الطول‎ 
)”,13,١( مثال‎ 


المصفوفة 8 التالية هي أحد خيارات مصفوفات اختبار النوعية لشفرة هامينغ 


من الطول 3 عن 


111 


110 
101 
H - ]1 
100 
010 
001 


۲۲ نظرية التشفير والتعمية 


وباستخدام الخوارزمية (2,۷, ۲( تستطيع إنحاد مصمو فة اله لنت د هامينغ 


س الطول 7 ارتي ٠‏ 
1000111 
6-001 


0011010111101 
1 


وبهذا نرى أن بعد الشفرة يساوي 4 وعدد كلمات الشفرة يساوي 16 = *2. وبتوظيف 
المبرهنة 7ار د إن مسافة الشفرة هى 3 -4. معدل المعلومات يساوي 4/7. 
ولقد قمنا في التمرين )٠,٠,١١۲(‏ بتشفير بعض الرسائل باستخدام هذه الشفرة. كما 
توجد خيارات أخرى لمصفوفة اختبار النوعية لشفرة هامينغ من الطول 7 وجميعها 
تولد شفرات متكافئة. 4 
بملاحظة أن مصفوفة اختبار النوعية ٨‏ لشفرة هامينغ © تحتوي جميع الصفوف 
من الطول ” التي وزن كل منها يساوي 1 (لاحظ أن عدد هذه الصفوف يساوي ”): 
نرى أن أعمدة ۸ وعددها + مُستقلة خطيا. إذن» بعد شفرة هامينغ يساوي 1-7 - ”2 
وعدد كلماتها يساوى a i‏ 
ما أن جميع صفوف 7 هي كلمات غير صفرية فلا يوجد صف واحد من 
Cy‏ مجان مهلي اماد Tg‏ بج ناد 
رامن مرف قرس أن أ عقي عب أن کا مسان خطا.ونبذا ود 
مسافة 6 هي على الأقل 3. ولكن 8# تحتوي على الصفوف : 
100-00 


010۰Û 
110۰Û 


وهى مجموعة مرتبطة خطيا. إذنء استنادا إلى المبرهنة ),۹,١(‏ نرى أن مسافة 

شفرة هامينغ هي 3 = 4. لدينا الآن» 1 - ”2 = ۸ و 3 = 1+ 2٤‏ = 4 (أي أن 1 = .)٤‏ 
وبهذا نرى أن : 

| و ا 


an 2-1 7227-1 


14+27-1 14+71 5 0 سر 








الشفرات التامة والشفرات ذات الصلة مها ١77‏ 
وبهذا تكون شفرة هامينغ شفرة تامة. إذن» استنادا إلى المبرهنة )١,۲,۸(‏ تكون 
شفرة هامينغ شفرة تامة تُصوّب خطأ واحدا فقط. 
من السهل أيضا إنشاء جدول 504 لشفرة هامينغ. با أن أي خطأ واحد يتم 
تصويبه فنرى أن جميع الكلمات ذات الطول 1 - ”2 وذات الوزن 1 هي أنماط أخطاء 
يتم تصويبها ومن ثم فهى كلمات طليعية للمجموعات المشاركة. وإذا كان © نمط خطأ 
فيكون 8 حاصل جمع صفوف مصفوفة اختبار النوعية ۸# التي تقابل المواقع التي 
وقعت فيها الأخطاء. وبما أن عدد صفوف 8 يساوي 1 - ”2 فإن جدول 504 لشفرة 
هامينغ يأخذ الشكل : 


التناذر | الكلمة الطليعية 





000 ۰-۰0 000 ---0 
e H 


مغال (۳,۳,۲) 
استخدم شفرة هامينغ المقدمة في المثال ),۳,١(‏ لفك تشفير 1101001 = .w‏ 
الحل 
لتناذر هو 011 = ۸« وهو الصف الرابع من صفوف 87. وبهذا تكون الكلمة 
الطليعية » هي الصف الرابع من ,1 وهي 0001000 = ». إذن» فك تشفير « هو : 
.w + u = 1‏ 4 
غارین 
(۳,۴,۳) جد مصغوفة مولدة قياسية لشفرة هامينغ من الطول 15 واستخدمها لتشفير 
الرسالة 111111000000000. 
NTT‏ جدول 584 لشفرة هامينغ من الطول 7 واستخدمه لفك تشفير 
الكلمات التالية : 


١ ”‏ نظرية التشفر والتعمية 


(أ) 1101011 (ب) 1111111 
(ج) 0011010 (د) 0101011 
(ه) 0100011 )و ( 0001011 
),۳,١(‏ أنشئ جدول 524 لشفرة هامينغ من الطول 15 واستخدمه لتشفير الكلمات 
التالية 
(أ) 01000 01010 01010 (ب) 10110 00101 11110 
(ج) 00111 01110 11100 (د) 00000 10110 11100 
(ه) 00110 10100 00011 (و) 11000 11001 11001. 


15 انيت أن كلا من المصفوفتين التاليتين هى مصفوفة اختبار النوعية لشفرة 
هامينغ من ازل وان كلا من ال فن بان الشفرة المقدمة في المثال 


كوه 
r100‏ 001 
110 010 
111 011 
.H' = 0 H'" = |011‏ 
101 101 
010 110 
001 111 


(۳,۳,۷) آثبت أن جميع شفرات هامينغ ذات الطول نفسه متكافئة. 
(۳,۳,۸) هل المصفوفة التالية هي منقول مصفوفة اختبار النوعية لشفرة هامينغ من 
الطول 15؟ 


10001 10111 10 


11110 10001 11100| تنم 
11101 00101 01011 ) 


10001 01011 00111 


(۳,۳,۹) آثبت أن شفرة هامينغ ذات الطول 1 - 27 حيث 2 = ۲ هي شفرة تافهة. 


الشفرات التامة والشفرات ذات الصلة ما 0 7 ١‏ 
(۳,۳,۱۰) استخدم شفرة هامينغ من الطول 7 المقدمة في المثال ),۳,١(‏ والتقابل بين 


الرسائل وحروف البجاء المبين في المثال (؟ 5,١‏ 7) لفك تشغير الرسالة التالية : 
.1110 ,2 2ه غ11ظ11 


(5,*") الشفرات الممتدة 
Extended Codes‏ 

زيادة طول شفرة بإضافة إحدائي واحد أو بعض الإحداثيات تؤدي أحيانا إلى 
الحصول على شفرات جديدة تكون قدرتها على اكتشاف وتصويب الأخطاء أفضل 
من الشفرة الأصلية مما يستحق التضحية الناتجة عن الا نخفاض في معدل المعلومات. 
تقدم في هذا البند أحد التمديدات البسيطة. 

لنفرض أن © شفرة من الطول ” ولنفرض أن *© شفرة من الطول 1 + 8 نحصل 
عليها من 6 بإضافة إحداثي واحد لكل من كلمات الشفرة € بحيث يصبح وزن كل من 
كلمات الشهمرة *6 يا 00 “0 امتدادا للشفرة © Extended Code of C)‏ *6). 

TOG‏ امتدادا للشفرة #2 كما طلبنا من القارئ إنشاء امتداد 
للشفرة *8 ف التمرين .)١,,١(‏ 

إذا كانت درجة مصفوفة مولدة 6 للشفرة الأصلية 6 هي ۸ × »۸ فمن الواضح أن: 

زط ]G‏ = في 

هي مصفوفة مولدة للشفرة *6 وهي من الدرجة (1+1) »K×‏ حيث تمت 
إضافة العمود ط بحيث يكون وزن كل من صفوف *6 زوجيا. 

يمكن استخدام *6 والخوارزمية (۲,9,۷) لإنشاء مصفوفة اختبار النوعية للشفرة 
"6 ولكن من الممكن إنشاء هذه المصفوفة بطريقة أسهل باستخدام مصفوفة اختبار 
النوعية 7 للشفرة 6. في هذه الحالة تكون مصفوفة اختبار النوعية للشفرة الممتدة ٥‏ هي : 


4 و]ع”م 


1 نظرية التشفير والتعمية 


حيث زهو العمود من الدرجة 1 × ۸ الذي جميع عناصره تساوي 1. لاحظ أن 
درجه ۲ هي (۸ ¬ 1 + ۸) × (1 + ۸). وا أن رتبة ۴ هى ۸ - ۸ فيضمن لنا عمود "۸1 
الأخير أن تكون رتبة ۸ هي 1 + / - .١‏ إضافة إلى ذلك يكون : 

G*H* = 6 2 / | = [GH Gj + 5[ 

وما أن 0 = 687 وأن ز6 يجمع الإحداثيات 1 من جميع صفوف 6 فنجد من 
تعريف ( أن 0 - ظط + ز». وبهذا نرى أن 0 = .G*H*‏ واستتادا إلى المبرهنة (5,لا,؟) 
نرى أن *6 و "1 هما بالفعل مصفوفة مولدة ومصفوفة اختبار النوعية على التوالى 
مثال )",4,١‏ 

لمكن 2 مفو فة مو لذ للف اة م: 


10010 
1001 کو 
00111 

علد ئل ؛ تكون : 


10 
01 
H - 1 
10 
01 


مضقوقة الكثبار التوعية للقغرة © وذلك سخلا إل التوارؤعية: و8۷ © 
واا صا على معنو كة مر لدة وم قار التوعية تلشقرة المع © وها 





10| 1 
| 0 
011 1 0011111 


الشفر ات التامة والشفر ات ذات الصملة مها TY‏ 
إدا كانت ن كلمة من كلمات الشمرة الأصلبة 6 وكانئت"ص الكلمة المقابلة ف 
الشف ة المبعدة © فتحد أن: 


إذا كان وزن 2 زوجيا wip)‏ 


ES ms +1 


إذا كان وزن 7 فرديا 
وبهذاء إذا كانت المسافة © للشفرة © فردية فتكون مسافة ٥‏ هي 1 + 4 وأما إذا 
كانت المسافة ك زوجية فتكون مسافة *6 هي 4 أيضا. ومن ثم يكون للشفرة الممتدة فائدة 
في الحالة التي تكون فيها مسافة الشفرة الأصلية © فردية وفي هذه الحالة فهي تصوب 
نفس عدد أنماط الأخطاء التى تُصوبها الشفرة الأصلية ولكنها تستطيع اكتشاف نمط خطأ 
زيادة عن الشفرة الأصلية. لاحظ أننا لن نجني أي فائدة من تمديد الشفرة مرتين. 
مغال (” ,4 ,۳) 





لنفرض أن مسافة € هي 5 = 4. عندئذ» تكون مسافة *6 هي 6 = *4. استنادا 
إلى المبرهنة )١,١١,١١(‏ تكتشف © جميع أنماط الأخطاء غير الصفرية ذات الأوزان 
التي لا تزيد عن 4 = 1 - 4 وتكتشف "0 جميع أنماط الأخطاء غير الصفرية ذات الأوزان 
التي لا تزيد عن 5 = 1 - *4. واستنادا إلى المبرهنة )١,۱۲,۹(‏ تصوب © جميع أغاط 
الأخطاء ذات الأوزان التي لا تزيد عن 2 = [4/2] = [1(/2 - 1)4 وتُصوّب ٥“‏ جميع 
أنماط الأخطاء ذات الأوزان التي لا تزيد عن 2 = [5/2] = [1(/2 - *4)]. A‏ 
غمارين 
(,4,”) جد مصفوفة مولدة ومصفوفة اختبار النوعية لشفرة هامينغ الممتدة من 
اللو ل 4 
(5,5,") أنشئ جدول 5804 لشفرة هامينغ الممتدة من الطول 8 واستخدمها لفك 
تشغير الكلمات التالية : 


(( 10101010 (ب) 11010110 (ج) 11111111. 


۲۸ قزرو لسعاي اسه 

٤, #(‏ ,۴) أثبت أن شفرة هامينغ الممتدة من الطول 8 هي ذاتية الثنوية (أي أن +6 = 6). 

٤, (‏ , ") جد صيغة للمسافة "ك للشغرة الممتدة *© بدلالة مسافة الشف ة الأصلية 6. 

)۳,٤,۷(‏ لتكن © شفرة هامينغ من الطول 15. جد عدد أنغماط الأخطاء التي تضمن لنا 
المبرهنة (5 )١,١1,9‏ أن '60 تستطيع اكتشافها وعدد أغاط الأخطاء التى 


تضم لنا الم هة ١79١‏ )أن *0 تستطي تصويبها. ما هو العدد الفعلى 
لأنماط الأخطاء التى تصوبها *6 ؟ 


(۵ ,۳) شفرة غوليه الممتدة 
The Extended Golay Code‏ 
نقوم في هذا البند والبندين القادمين بإنشاء شفرتين تُصوبان ثلاثة أخطاء فأقل. 
شفرة غوليه الممتدة التى نناقشها في هذا البند والبند الذي يليه هى الشفرة التى استخدمت 
٤‏ برنامج مكوك الفضاء فور (7ع703238) ف بدايات الثمانينيات من القرن العشرين 
والذي قاح بارسال الصور القريبة لكو كى زحل والمشتري .(Jupiter & Saturn)‏ 


لنغرض أن 8 هى المصفوفة التالية من الدرجة 12 × 12 : 


1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 
1 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 
0 1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 1 
1 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 
1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 1 1 
gat € 0 0 1 0 41 0 1 IT 
520100 0 1 0 1 1 0 1 1 1 1 
0 0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 ]1 
0 1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 1 
1 0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 
0 1 1 0 1 1 1 0 0 0 1 ]1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 


ولنفرض أن [8 ]] = 6 هى المصفوفة من الدرجة 24 × 12 حيث 1 المصفوفة 
المحايدة من الدرجة 12 × 12. تُسمى الشفرة الخطية © التى لبا المصفوفة المولدة 6ء 


الشفرات التامة والشفرات ذات الصلة مها ۲۹ 
شفرة غوليه الممتدة (Extended Golay Code)‏ فيرف لبا بالرمز هد٤.‏ للمساعدة على 
تذكر المصفوفة 8 نفرض أن 81 هي المصفوفة التى نحصل عليها من 8 بحذف الصف 
الأخير والعمود الأخير. عددئذ» للمصفوفة ,8 خاصية الدورية حيث الصف الأول 
منها هو 11011100010: ونحصل على الصف الثاني من ,8 بإزاحة كل من إحداثيات 
الصف الأول إلى اليسار بموقع واحد وإزاحة الإحداثي الأول ليكون الإحداثي الأخير 
والصف الثالث نحصل عليه من الصف الثاني بالطريقة نفسها وهكذا بقية الصفوف. 
وبهذا نرى أن المصفوفة 8 هي : 
| ]= 

حيث ز كلمة طولها 11 وجميع إحداثياتها تساوي 1. من الواضح أن 8 = 87. 
أي أن 8 مصغوفة متماثلة. 

نقدم الآن سبع خصائص مهمة تتمتع بها شفرة غوليه الممتدة + حيث [8 G = [I‏ 
مصغوفة مولدة لبا : 

.1212 = 4096 من الطول 24 = : والبعد 12 = ۸ وعدد كلماتها يساوي‎ ٤دب‎ )١( 
.6 وهذا واضح من المصفوفة‎ 

(0) مصفوفة اختبار النوعية للشهرة ,6 هي المصهوفة : 

0 
من الدرجة 12 × 24. والحصل على هذه الخاصية من الخوارزمية (ا,8,؟). 
(۳) مصفوفة اختبار نوعية أخرى للشفرة ,6 هي المصفوفة : 
إو[ - 8 
من الدرجة 12 × 24. لبرهان ذلك لاحظ أو لا أن وزن كل صف من صفوف 8 


فردى 70 أو 1). ومن ثم فحاصل الضرب القياسى لأي صف مع نفسه يساوي 1. 


١ ٠‏ نظرية الْتسشقم وأ لتعمية 


ومن السهل رؤية أن الضرب القياسي للصف الأول من المصفوفة 8 مع أي صف آخر 
يساوي 0. ومن خاصية الدورية للمصفوفة ,8 نرى أن الضرب القياسي لأي صفين 
مختلفين من 8 يساوى 0. ومن ذلك نرى أن 1= 887. وبما أن 8 = 87 فنجد أن 
[ ع 88 = 8 بويهذا نرى أن: 


GH = [I 8[ [| =1 + 2م‎ =1 + BB" =1+1 =0 


سوف نستخدم كلا مصفوفتي اختبار النوعية لفك تشفير وي6. 

.12 × 24 شفرة بد٤ هي المصفوفة [1 8] من الدرجة‎ ENE 

(6) الشفرة يجت ذاتية الثنوية» أي أن يون = يوا. 

(1) مسافة و٤‏ تساوي 8. 

(۷) وي6 تصوب أغاط خطأ من النوع 3. 

نترك برهان الفقرتين (5) و (2) للتمارين. أما برهان الفقرة (۷) فينتج مباشرة 
من الفقرة (5)»: ولذا نبرهن الفقرة (7) حيث يحتوي برهانها على خصائص مهمة أخرى 
للشفرة ود٤.‏ وسننجز هذا البرهان على ثلاث مراحل. 
المرحلة الأولى 

دز كز من كلمات ال رة مضا لحد وة قك الف ارا 
أن اوران صفوف 6 هي إما 8 أو 2. لنفرض أن ود € م حيث 1+5 = 0 TF ¢ Ti g‏ 
صفان مختلفان من 6. بما أن صفوف 8 متعامدة فتكون صفوف 6 متعامدة. وبهذا يكون 
عدد الإحداثيات التي قيمها 1 المشتركة بين :7 و :7 هو عددا زوجيا وليكن ×2. إذن : 

wt(v) = wt(rı) + wt(r;) - 2(2») 


الشفرات التامة والشفرات ذات الصلة مها ١1١‏ 


نمرضص الآن أن و0 © 7 هی + ۴ + r;‏ = 17 وأن 7 2 177 2 171 صعوف من 6. 
ولشركن أن ٤۴‏ دو وها أن و ذاتية الخوية ترق أن 0 = ۴ ويهذا بشم ك 
ونا و +7 بعدد زوجي من الإحداثيات التي قيمها 1 ولبكر: ڑ2 ادن : 

wt(v) = wt(r,) + wt(r,) — 2 )23( 

وهذا مضاعف للعدد 4. وبالاستمرار على هذا المنوال (أي باستخدام الاستقراء) 
نتوصل إلى أنه إذا كانت بيت € م تركيبا خطيا لصعوف من 6 فإن (17/)17 مضاعف 
للعدد 4 ونخلص إلى أن وزن أي .© © < هو مضاعف للعدد 4. 
المر حلة الثانية 

الأحد عشر صفا الأولى من 6 هي كلمات شفرة من و٤‏ وزن كل منها 8. وبهذا 
تكون مسافة يرت إما 4 أو 8. 
المرحلة الثالثة 

سنبرهن الآن عدم وجود كلمات وزنها 4 في الشفرة +و6. ولبذا الغرض نفرض 
أن « كلمة غير صفرية من كلمات و6 حيث 4 = (#)نبا. ما أن كلا من [8 7] 
و 1[1 8] مصفوفة مولدة للشفرة 4٤ء‏ فيوجد ا و دلا بحيث يكون [8 !]إل ع ما 
و[ 8آين v=‏ و 2 > wt)‏ و 2 > (u)س؛‏ (لأن نصف س يحتوي على الأكثر 
على إحداثيين من القيمة 1). ولكن لا يمكن أن يكون وزن مجموع صفين من 8 على 
الأكثر 3. إذنء 4 < (هي)ئ”ا + (:)غ”. وبهذا فلا يمكن أن يكون وزن < يساوي 4. 
تمارين 
"0١‏ أثبت أن الكلمة التي جميع إحداثياتها 1 تنتمي إلى +6. استنتج ليما 

لا تحتوي على كلمة وزنها 20. 
ET‏ انك اطاعية(1) للشثرة و 


4 نظرية التشفير والتعمية 
a UOTE RENT)‏ 


.8 استخدم المبرهنة (7,9,1) للتحقق من أن مسافة بر٣ تساوي‎ )۳, ١, ٤( 


(5,”) فك تشفير شفرة غوليه الممتدة 
Decoding the Extended Golay Code‏ 
نقدم الآن خوارزمية لطريقة 1۷12 لفك تشفير الشفرة يد٤.‏ في هذا البند» ۷ هي 
الكلمة المرسلة ونه هي كلمة الشفرة الأقرب إلى س و 1+ »= به مط الخطأً. هدفنا هو 
تصويب جميع أنماط الأخطاء من الأوزان التي لا تزيد عن 3» ولذا سنفرض أن 
3 > (117)1. سنضع علامة الفاصلة بين أول 2 إحدائي وآخر 12 إحداثي لكلمات 
۳ وستكتب فط الخطا على الشكل [ونه ين = حيث طول کل من ا فى ون 
يساوي 12. هدفنا هو إيجاد كلمة طليعية » للمجموعة المشاركة التي نحتوي /لا دون 
الرجوع إلى جدول 5254 للشفرة +62. 
ما أننا افترضنا أن 3 > (/)غ/ا فيكون 1 > (u)س‏ أو 1 > (۲)uس.‏ لنفرض 
أن ,ى هي تنادر » + س = س حيث استخدمنا عند حسابها مصفوفة اختبار النوعية. 
و - 7 
عندئذ» طين + ينه = #8[ين:, w8 = ]u,‏ = ردى. وبهذا نرى أنه إذا كان 1 > (رu)اس‏ 
فإما أن تكون ,د كلمة طولبا 3 على الأكثر (في الحالة 0 = (ون)») أو أن تكون صفا 
من 8 تغير فيه إحداثيان على الأكثر (في الحالة 1 = (ر»)٤س).‏ وبالمثل إذا كان 1 > (,سu)غس.‏ 
عندئذء التنادر : 
ولا + لآأرية = 1 = وق 
إما أن تكون كلمة وزنها 3 على الأكثر وإما صفا من 8 تغير فيه إحداثيان على 
ا 


الشفرات العامة والشفر ات ذات الصلة با BH‏ 


وبهذا نرى في كل من الحالتين أنه إذا كان وزن » على الأكثر 3 فيكون تحديدها 
ومن ثم جمعها لنحصل على التنادر المقابل . باستخدام هده الملحوظات والحقائق 
1= “هو 


5 =U, + لاون‎ = wH 
عل كاري = د‎ 147 
ڪ‎ (U, + uB )B > 5,8 


نستطيع تقديم خوارزمية لفك التشفير للشفرة +62. سنستخدم في هذه الخوارزمية 

مصهوفة اختبار النوعية : 
و = 8 

فقط وهذا ممكن من الحقائق المقدمة في الفقرة السابقة. وكما هي العادة» فبمجرد 
إيجاد » يكون فك تشفير س هو كلمة الشفرة :+ س = ما. نستخدم الرمز :© ليكون 
لكلمة من الطول 12 التي محتوي على الإحداثي 1 في الموقع : والإحداثيات 0 في المواقع 
الأخرى. ونرمز للصف : من المصفوفة 8 بالرمز ,8. 
خوارزمية )",5,1١(‏ [ فلك تشفير شفرة غوليه الممتدة ] 

.5 = احسب التتاذر با‎ )١( 

(۲) إذا كان 3 > (ئ)غس فان [0, ء] = 1. 

(۳) إذا كان 2 > (رط + ئ)٤سw‏ حيث :ظط أحد صموف 8 فان [,ع, بط + 5] = .u‏ 

(5) احسب التناذر الثاني 58. 

(۵) إذا كان 3 > (58):م فان [58, 0] = .u‏ 

(1) إذا كان 2 > (رط + 58)غلا حيث :5 أحد صفوف 8 فان : 

u = |e, ,sSB + b,] 


(/1) إدا لم تتمكن مر نتحديد 4 فاطلب إعادة إرسال. 


۳٤‏ نظرية التشغير والتعمية 

يحتاج تنفيذ الخوارزمية (١,5,5؟)‏ إلى حساب 26 و على الأكثر أثناء عملية فك 
التشفير (لاحظ أنه إذا تم تحديد > في أي من خطوات الخوارزمية فإننا نتوقف ولا نحتاج 
لتنفيذ باقى الخنطوات). 
مغال (١؟‏ ,5" *") 


فك تشه 010010010010 , 101111101111 = .wW‏ 


احل 
التنادر شو . 
s = wH = 101111101111 + #2 1 1211212010‏ 
10000000000 = 
ونرى أن وزنه يساوي 2. وبما أن 3 > (ئ)٤س‏ فنجد: 
u = [s,0] = 100000000001 , 000000000000‏ 
ومن ثم خلص إلى أن : 
v=w +u = 001111101110 , 0100100100‏ 
هى كلمة الشفرة المرسلة. 4 


ما أن [8 1] = 6 مصفوفة قياسية وأنه من الممكن تشفير أي كلمة من كلمات 
2 على أنها رسالة (بعد بيت يساوي 12) فنرى أن الرسالة المرسلة هى أول 12 
إحدائي من كلمة فك التشفير . ولذا فالرسالة المرسلة في المثال (؟,5,"؟) هى 
170 .. 
مغال 9 5" 

فك التشميو ,,, 01101 حت .w‏ 
الحل 

التناذر هو: 

s ع‎ wH = 00102019201101 + 111000000100 - 1 


الشفرات التامة والشفرات ذات الصلة مها ۲۵ 


ونرى أن وزن 5 يساوي 5. ننتقل الآن إلى الخطوة (۳) من الخوارزمية )”,5,1١(‏ 


s +b, = 000110001100 
s + b = 011111000010 
5 + تخت وم‎ 140 
5 +b, = 001001100100 
s + b. = 000000010010 


وبما أن 2 > (وط + )٤س‏ فترى : 
000010000000 , 000000010010 = [بع , u = ]5 + bg‏ 
وبهذا نخلص إلى أن : 
v=w +u = 001001011111, 101010101000‏ 

هي كلمة الشفرة المرسلة. 4 
ا لوقه 

فك التشفير 111111111101010 -ت .w‏ 
الحل 

التناذر هو : 


s=wH =u, كأجنة ل‎ 
= 000111000111 + 101010101101 
- 0 


ووزد 5 يساوي 7. وبتنفيد الخطوة (۳) جد أن 3 < wt(s + b,)‏ لکل صف ,ظط 


من صفوف 8. ننتقل الان إلى الخطوة )٤(‏ ونحسب التتاذر الكانى فتسد : 
SE = 11+11‏ 


ووزن 58 يساوى 9. ولذا ننتقل إلى الخطوة (0) لنجد : 
sB + b, = 001110111000‏ 
0ح +b,‏ 8و 
0 -ح-- وق + sB‏ 
sB + b, = 000001010000‏ 


0 نظرية التشفير والتعمية 


وما أن 2 > (بط + 8ئ)اس فترى أن : 
u = [e,,sB + b,] = 000100000000 , 6 0‏ 


ونستنتج أن : 
011010000000 , 000011000111 = نه + pv = w‏ 
هي كلمة الشفرة المرسلة. 4 
تمارين 
(5,8,") للشفرة ,ي6» جد نط الخطأ المرجح (إذا أمكن ذلك) لكل من الكلمات س 
المستقيلة التالية : 

111 000 000 000,011 011 011 011 )( 

(ب)6 111 100 011 000,100 000 111 111 

(ج) 111 100 011 000,101 000 111 111 

(د) 000 111 000 000,111 000 111 111 

(ه) 101 001 111 000,110 000 000 111 

(و) 000 000 000 101,111 001 111 110 

000 111 000 111,101 000 101 101 (j) 

(ح) 000 100 100 000,100 000 000 110 

(ط) 000 000 000 101,111 011 101 110. 


(5,5,") جد نمط الخطأ الأرجح لكل من الكلمات ذات التناذرات التالية : 
(أ) 011111010000 = يى,010010000000 = s,‏ 
(ب) 001000110000 = رs‏ ,010010100101 = s,‏ 
(ج) 111100010111 = 5 ,111111000101 = يو 
(د) 010010001110 = s, = 111111111011,s‏ 
(ه) 111110101101 = 001101110110,5 = ره 


.5, = 010111111001, 5s, = 100010111111 (و)‎ 


الشفر ات الثامة والشفرات ذات الصملة مها TY‏ 


(57,") إذا كان وزن 5 أو 58 يساوى 4 فأثبت أن طريقة 1341.2 تطلب إعادة إرسال 
الكلمة. 


(۳,۷) شفرة غوليه 
The Golay Code‏ 


يكن الحصول على شفرة أخرى مهمة تُصِوّب أغاط الأخطاء من النوع 3 بحذف 
أحد إحداثيات كلمات الشفرة ,6 (يتم حذف الإحداثي من الموقع نفسه لجميع كلمات 
الشفرة). سنحذف في شفرتنا هذه الإحداثي الأخير من كلمات الشفرة .و6. 

لنفرض أن 8 هي المصفوفة من الدرجة 11 × 12 التي نحصل عليها بحذف 
العمود الأخير من المصفوفة 8. ولنفرض أن [8 «,:/] = 6 المصفوفة من الدرجة 
3 . تسمى الشفرة الخطية ذات المصفوفة المولل: 6 شفرة غوليه )Golay Code)‏ 
ويرمز لہا بالرمز ور٤.‏ 

طول ور هو 23 = ۸ وبعدها هو 12 -# وعدد كلماتها هو 4096 = 212. 
لاحظ أن الشفرة الممتدة و٤‏ هى بالفعل يد٤.‏ وبهذا تكون مسافة ود٤‏ هي 7 = 4 (انظر 
التمرين (9",4,5)). ومن الممكن أيضا إثبات ذلك باستخدام المبرهنة (9,8,) أو 
بأسلوب مماثل للبرهان المقدم في إثبات أن مسافة وو6 تساوي 8. 

شفرة غوليه و6 هى شفرة تامة (انظر المثال )),٠,٤(‏ وتصوب فقط جميع 
أماط الأخطاء من الوزن 3 فأقل (انظر المبرهنة (/,7”,7)). وبهذا تكون المسافة بين أي 
كلمة مستقبلة س وبين كلمة شفرة واحدة فقط هي على الأكثر 3. ونرى أنه بإضافة 
إحداثي 0 أو1 إلى الكلمة س يث يكون وزن الكلمة 0س أو1س النانجة عن ذلك فرديا 
نحصل على كلمة مسافتها على الأكثر 3 من كلمة شفرة م من كلمات يرت (انظر 
التمرين .)),۷,٠١(‏ وباستخدام الخوارزمية )7,5,١(‏ لفك تشفير الكلمة المرسلة 


١‏ نظرية التشفمر والتعمية 


لتكون كلمة الشفرة © ومن ثم حذف الإحداثي الأخير من © يؤدي إلى الحصول على 
أقرب كلمة شفرة من كلمات ووت إلى الكلمة .w‏ 
خوارزمية )۳,۷,١(‏ [ فك تشفير شفرة غوليه ] 

)١(‏ جد الكلمة 0س أو 1س (أيهما ذات وزن فردي). 

(۲( فك تشغير أن (0 = 1 أو 1 = ) باستخدام الخوارزمية )",5,١(‏ لنحصل 
على كلمة شفرة ء من كلمات بيت. 

(۳) احذف الإحداثي الأخير من ع. 

عند التطبيق العملي تكون الكلمة المستقبلة س عادة كلمة شفرة ولكن اس النائجة 
من الخطوة )١(‏ لا يمكن أن تكون كلمة شفرة (لماذا ؟). إذا كانت س كلمة شفرة فإن 
تناذر اس هو الصف الأخير من المصفوفة 8 (لاذا ؟). ويمكن التحقق من ذلك بسهولة 
قبل الشروع بتنفيذ الخوارزمية .)١,١,١(‏ 
مغال 7,7١‏ ") 

فك التشفير 001001001001,11111110000 = س. 
الحل 

ما أن وزن ١‏ فردى فتأخل : 

wO = 001001001001 , 11111110000 

وبهذا نرى أن 100010111110 = يد. ومن ثم يكون ر٤‏ + وه + مط = يكى. ويكون فك 
تشفير 0س هو 111110100000, 001001000000. ونخلص إلى أن فك تشفير س هو 
11111010000 , 001001000000. 4 
تمارين 
(,۴,۷) فك تشفير كل من الكلمات المستقبلة التي تم تشفيرها باستخدام الشفرة ور : 


101011100000 10101011011 )1( 


الشفرات التامة والشفرات ذات الصلة مها 165 


(ب) 11011100010, 101010000001 
(ج) 11100010000 , 100101011000 
(د) 01101101111, 011001001001. 
(2,لا, "7 أت أن مسافة ود٤‏ هي 7 = 4. 
(1,8,؟) احسب موثوقية ود٤‏ عند إرسالہا عبر قناة 850 باحتمال 2. 
(,/ا,") أي من و6 و بد٤‏ لہا موثوقية أكبر عند استخدام قناة 850 نفسها ؟ 
(۳,۷,۷) استخدم حقيقة أن كل كلمة وزنها 4 تبعد مسافة مقدارها 7 عن كلمة شفرة 
واحدة (لماذا ؟) لحساب عدد الكلمات ذات الوزن 7 في شفرة غوليه 
[إرشاد: لكل كلمة شفرة ع؛: عدد الكلمات ذات الوزن 4 التي تبعد مسافة 
مقدارها 3 عن » هو (4)]. 
(۳,۷,۸) استخدم التمرين (۳,۷,۷) لإثبات أن ,و6 تحتوي بالضبط 759 كلمة شفرة 
من الوزن 8. [إرشاد: كل كلمة وزنها 5 تبعد مسافة مقدارها 3 عن كلمة 


شعرة واحدة فقط]. 
(۳,۷,۹) استخدم التمرين ),١,١(‏ والتمرين (۷,۸,) للتحقق من جدول توزيع 
أوزان الشفرة يد٤‏ التالى : 





),۷,٠٠١(‏ لتكن س هى الكلمة المستقبلة المشفرة بالشفرة وي6. أضف إحداثى i:‏ إلى س 
لتكوين كلمة اس وزنها فردى. أثيت أن بعد اس عن كلمة شفرة من كلمات 
ود» يساوي 3 [إرشاد : يد أوزان كلمات 4ر٤‏ زوجية]. 


١٠‏ نظرية التشفير والتعمية 


(۳,۸) شفرات ريد ومولر 
Reed-Muller Codes‏ 

نقدم في هذا البند دراسة مختصرة لصنف مهم من الشفرات يحتوي كحالة خاصة 
على شفرة هامينغ الممتدة التي درسناها سابقا (انظر أيضا الفصل التاسع). يرمز 
لشفرة ريد ومولر من الطول "2 والدرجة 7 ) The rth Order Reed-Muller Code of‏ 
)Length 27”‏ بالرمز (72,) 814 حيث 71 > =r‏ 0 وتعرف استقرائيا على النحو التالي : 

.RM(m,m) = و 2غ‎ RM(O,m) = {00۰۰0,111} )١( 

RM(r,m) = {(x,x + y):x ع‎ RM(r,m - 1(, y€ RM(r -1,m— 1)} (YT) 
0 >۲ > ۳۴ حت‎ 
) ۳,۸,۱ مثال‎ 


RM(0,0) = {0,1} 

RM(0,1) = {00,11} 

RM(1,1) = K7 = {00,01,10,11} 
RM(0,2) = {0000,1111} 
RM(2,2) = K^ 


}00,11{ ع A .RM(1,2) = {(x,x + y):x € {00,01,10,11}, y‏ 
نقدم الآن توا استقرائيا لصفو فة 107 ( 6)٣,‏ لشفرة (۲,۳) ۸1 ونستخدم 

: لعا عن الوصف المقدم في بداية البند. تعرف (6)7,72 على النحو التالى‎ ET 
.G(0,m) = [11۰1] )١( 


(۲) لكل "> ۲> 0 تكون : 


_ [G(r,.m—1) G(r,m — 1) 
G(r, m) = 0 G(r -1,m—1) 


.Gim,m) = عدن‎ (۳) 


الشفرات التامة والشغرات ذات الصلة مها ١١‏ 
مثال ( ۲ ,۸ *) 
11 1] = (6)0,1 هى مصفوفة مولدة للشفرة (81/)0,1 و 1 e1) = ٣‏ 


03 MO a معو‎ 
)٣, ۸, ( مشال‎ 


إذا كان 2 = :7 فترى أن طول الشفرة هو 4 = 2. والمصفوفات المولدة عندما 


2 = ” هى 
ET 11 11‏ 1111 
ا 1,1 1 0101| _ [G(1,2)]‏ - 
iam 0 G(0,1) + 7‏ 01 | = (6)2,2. 
0001 
مغال ٤(‏ ,۸ ,۳) 
إذا كان 3 = " فان 8 = 2 = ۸ ويكون: 
[11111111] = (6)0,3 
(6)2,3 ]_ | 
00000001 ا 
1111 1111 
G(1,2) 0101 0101‏ )1,2( 
ا 0 | = )6)13 
1111 0000 
0 )02,2 55 
.G(2,3) = | 0‏ 2 
تمارين 


وه كر 8 جد الم قة ود(243 8: 
(8,5,") جد مصفوفة مولدة (6),4 للشفرة (21/),4 والقيم 0,1,2 -7. 
من الممكن الآن توظيف التعريف الاستقرائي وطريقة البرهان بالاستقراء الرياضي 
لإثبات بعض الخصائص الأساسية لشفرة ريد ومولر. 
مبرهنة ,8,1/١(‏ 3) 
تتمتع شفرة ريد ومولر (811)7,77 من الدرجة ” بالخواص التالية : 
() طولہا هو ”2 = 


(؟) مسافتها ھی 2*7 = 4 

(۳) بعدھا هو ( )ہآ = ۸. 

(5) 1,7 - )8114 شفرة جزئية من (۳ ,۸1)7۲ لكل 0 < .٣‏ 

(0) الشفرة الثنوية هي (۸ ,1-۲ - ")۸1 حيث 71 > 7. 
البرهان 

نستخدم الاستقراء الرياضي لبرهان جميع الفقرات. من الواضح أن جميع 
الفقرات صائبة عندما يكون 0 = ۲ و ۳= 2. سنترك إثبات صواب الفقرات لجميع 
الشفرات (71,<) 1814 حيث 1,2,3,4 = 71 للتمارين. 

ستبرهنٌ أو لا الفقرة .)٤(‏ أي ستبر هن أن RM(r,m)‏ ع .RM(r -1,m)‏ لاحظ 
أولا أن : 


G(1,m-—-1) 6)1,7-1( 
0 G(0,m 0 


| = ,6(1 
بما أن 1 هو الصف الأعلى للمصفوفة (1 - ",6)1 فيكون المتجه (1,1) هو الصف 
الأعلى في المصفوفة [(1- ”,6)1 (1 -1,71) 6]. ومن ذلك نرى أن (0,1) = (0,71) ۸M‏ 
مجموعة جزئية من (814)1,7. وفي العموم بما أن (1- "1,۳ - 6)١‏ مصفوفة جزئية من 

(1 - ",)6 وأن (1- "2,۳ - 6)١‏ مصفوفة جزئية من (1- ",1 - 6)١‏ فنجد أن : 


G(r 1,27-1(‏ (1,21-1 )م 
G(r —2,m — 1)‏ 0 


lr =1, mm) = 

مصعوفة جزئية من (6)7,7. وهذا يبرهن أن (" ,1 - )٣‏ ۸۸1 شهرة جزئية من 
.RM(r,m)‏ 

سنبرهن الآن الفقرة (۲) بالاستقراء الرياضى على ”. بما أن : 


RM(r,m) x +): ع‎ RM(r,m —1)»9 yE RM(r —-1,m — 1)} 


الشفرات التامة والشفرات ذات الصلة مها ١27‏ 


وأن (1-,) 811 ع (1 - ,1 - ")814 فترى أن (1 -72,") للع ع .x + y‏ إذا 


كان برع × فنجد باستخدام الاستقرا الرياضي ان 2 ج زبزد+ wt)‏ واب 


WOE EE‏ ومن هذا خد إن 


أن : 


WEX, X 4 1 = wtlx 35 1 56 wt(x) سے‎ 2 + gm 11-F = ني‎ 111-77 


وإذا كان ر = × فيكون (نز,0) = (مر+ «د,). ولأن (1- ",1 - ۸۸)۲٣‏ ء مر نجد 


wt(O0, ¥) wt(y) > 2171-1 -1( — 2771-7‏ 
وبهذا تنتهى خطوة الاستقراء ونخلص الك أن "2 حدق 
ولبرهان الفقرة (۳) لاحظ أنه من تعريف (6)7,71 والاستقراء الرياضي يكون : 


dimnRM (r,m) = dimRM(r,m — 1) + dimRM(r — 1,7: - 1) 


ااا و 01 
م" +( 7"( >- 
ومان (7) = 1=( 7" وا72( +(۲(=)"71) فکرن 
dimRM(r,m) = > 0‏ 


: افرض أن‎ )١( ولبرهان الفقرة‎ 
RM(r,m) = {(x,x + yJ:x € RM(r,m - 1),y ع‎ RM(r - 1,7- 1(( 
: وأن‎ 
RM(m r —1,m) = {(x',x' + y':x' ع‎ RM(m ر(1 - 1,70 - مح‎ 
y' E RM(m —-r—2,m—1)} 


١ 2 2‏ نظرية التشفير والتعمية 


وباستخدام فرضية الاستقراء فإن الشفرة الثنوية للشفرة (1 -111)7,71 هي 
(1 -يس,2 - RM(m-r‏ وأن الشفرة الثنوية للشفرة (1- ",1 - ۸1)۲٣‏ هي 
(1-,1 - ۲ - :#) /قى. وبهذا نجد أن 0 = 'ر ۰ × وأآن 0 ع پر '×. 

ا عا أن 0 = ر٠‏ عرو أن (1 - RM(r - 1, - 1( © RM (r,‏ دان : 

(xx yJ‘ (a,x! Fy) = (x+y) (x ركمو له‎ +x “عد‎ 
ع2 ع‎ ٠ أيوء عر ل ( "ع‎ Fye°x' ty “يرو‎ =0 

وبهذا تكون كل متجهات الشفرة (7,71) 814 عمودية على كل من متجهات الشفرة 

(1,7 ع »وح .RM(m‏ وعا أن : 


7111-7-1 


dimRM(r,m) + dimRM(m - 1١ —-1,m) > 3 0 2 3 06 


1-0 j0 
(7= 
9 1:11 ),77( فنستنتح أن ( ,1 - ۲ - :)814 هي الشفرة الثنوية للشفرة‎ 
رين‎ 
1 >” أثبت صواب فقرات المبرهنة (۸,۷,) للشفرة (7,”) 814 حيث 4 ك‎ )",8,( 
8 تيتا بالأمكلة ( 45204 59 والتمريين (شار,‎ 
.) ١ وزكرق,‎ 
.1 نقوم الان بفك تشفير شفرة ريد ومولر الخاصة (814)1,71 التي هي من الدرجة‎ 
.2” لاحظ أن بعد (,2 - ۸1)۳۸ هو ۸-1" - "2 وأن مسافتها هي 4 وطولہا هو‎ 
وبهذا تكون هذه الشهرة هي شغرة هامينغ الممتدة. واستنادا إلى الممرهنة (۳,۸,۷) تكون‎ 
هي الشفرة الثنوية لشفرة هامينغ الممتدة (2,7 - 871)72. نقدم الآن خوارزمية‎ 814 )1,7( 


الشفرات التامة والشفرات ذات الصملة ما © 2 ١‏ 


فعالة لفك تشفير هذه الشفرة ونؤجل فك تشفير الشفرة العامة (884),72 إلى الفصل 
التاسع. 

لاحظ أن (",1) ۸۸1 شفرة صغيرة مسافتها كبيرة ومن الممكن إنجاز هذه الخوارزمية 
بفعالية جيدة» وخوارزمية فك تشفيرها هي الخوارزمية البدائية التالية : 

لكل كلمة مستقبلة س جد كلمة شفرة من (814)1,71 الأقرب إلى /ل. 
مغال 8,9١‏ ”*) 

لنأخذ الشفرة (884)1,3 حيث 3= "”. طولبا هو 8 - 23 وعدد كلماتها 


6 = 1ے 
مسافتها تساوي 4 ومصفوفة مولدة لها هي : 
11 1111 
a _ |0101 1‏ .. 
a= hf‏ 
1111 0000 


إذا استقبلنا w‏ وكان 2 > (c,سd)w‏ فيكون فك تشفير ٠‏ هوء. أما إذا کان 6 < (ء ,)4 
فنرى أن 2 > (ء + 400,1 ومن ثم يكون فك تشفير س هو © +1 (تذكر أن 1 هي كلمة 
شفرة). فمثلا إذا كانت 10001111 = س هي الكلمة المستقبلة فتكون 00001111 = ع 
هي كلمة الشفرة الأقرب. أما إذا كانت 10101011 = س هي الكلمة المستقبلة فنجد أن 
1 = ع حيث 6 < (4)1//,2 ومن ثم تكون 10101010 = 1 + ء هي كلمة الشفرة 
الأقرب. نرى مما سبق أننا نحتاج لاختبار نصف كلمات (814)1,73 على الأكثر. في 
الحقيقة» توجد طرائق مصفوفية فعالة لحساب هذه المسافات وسنقدمها في البند التالي. 
تمارين 

(۳,۸,۱۰) لتكن E‏ للشفرة (884)1,3. فك تشغير كل من الكلمات 

المستقبلة التالية : 


() 01011110 (ب) 01100111 


١2 ١‏ نظرية التشفير والتعمية 
(ج) 00010100 (د) 11001110. 
(8,11,") لتكن (6)1,4 مصفوفة مولدة للشفرة (۸1)1,4. فك تشفير كل من الكلمات 
المستقبلة التالية : 


(1) 1011011001101001 (ب) 1111000001011111. 


7771)1,7:( فلت تشفير سريع للشفرة‎ "١ 
Fast Decoding for RM(1, nt) 


نقدم في هذا البند باختصار وبدون تبرير طريقة فعّالة جدا لفك تشفير الشفرات 
.۸M )1,(‏ نوظف لبذه الطرد ةة و يل هادامار السر يع (Fast Hadamard Transform)‏ 
لويجاد أقرب كلمة شفرة. ونحتاج أولا إلى ضر ب كرونكر (Kronecker Product)‏ 
للمصفوفات المعرف على النحو [8ربه] = 8 × 4. أي » نقوم باستبدال العنصر ره من ۸ 
بالمصفوفة ار .2. 
مثال )”,8,95١(‏ 


إذا كانت |6 :]| - 8 و : 0 فيكو ن : 


1 1 0 0 
1 -1 0 0 
lı KH = 
0 Û 1 1 
0 Û 1 -1 
و‎ 
1 Û 1 Û 
0 1 0 1 
ظا‎ Hx اح‎ 
1 Û 1 Û 
0 1 0 1 


Hi = lami X H X bi-1‏ حيرث Hg 1= 1,2,“ Mm‏ المصفوفة المقدمة ٤‏ الخال 


۳,۹, ۹(7 


)",8,7١ مغال‎ 


ادا كان 2 = 72 فان : 


مغال 3,79 ") 


ادا كان 3 = ۳۸ 


ا نضأ ت خم 


ا ےا اما 


0) 
0 


اس لے 


ت تت 


-1 


0 
0 


0 
0 


فان : 


0 


أحسا 0 a‏ ت 


الشفرات الثامة والشفرات ذات الصملة مها 


1 *ا ,1 ع‎ 18 * !, = XH 
2 وعا 84 ع رآ غ 1< رز ع‎ 


اعد اح 0غ ت 


ايك ت تم نے 


تج جح ترح 


2 اح ر ص بحم 


H2 ء] ع‎ 2 H xf, = 


نے ے نه نا 


فرح حا ص 


=I XH Xl, = 


1 
H3 


¥ 


۸ نظرية الْتَشْف وال 3 


تقترح الطريقة الاستقرائية التي استخدمت لإنشاء الشفرة (1,۳) ۸۷ وجود 
طريقة استقرائية لفك التشفير وهذه هي الفكرة الأساسية المبنية عليها خوارزمية فك 
تشفير (",1) ۸1 التالية : 
خوارزمية ٤(‏ ,۳,۹) [ فك تشفير الشفرة (1,71) 814 ] 

لنفرض أن س كلمة مستقبلة وأن (6)1,72 مصفوفة ده للشفرة .۸M)1,(‏ 

.-1 كون الكلمة ا من س باستبدال الإحداثيات 0 بإحداثيات‎ )١( 

„i = 2,3,٠: 171 عير لكل‎ = wı H ينا و‎ = WEH احسب‎ )١( 

(۳) جد الموقع رفي الكلمة ,س للإحداثي الذي قيمته المطلقة أكبر ما يمكن. 

لنفرض أن ”1 © (/)2 هو التمثيل الثنائي للعدد ز (يبدأ من اليسار بالإحداثي 
ذي القوة الأصغر). عندئذء إذا كان الإحداثي في الموقع / من .ا موجبا فتكون 
الرسالة المفترضة هي ((/1,)0) أما إذا كان سالبا فتكون الرسالة المفترضة هي ((/0,20). 
مثال (۵ ,۳,۹) 

لنفرض أن 3 = 72 وأن (6)1,3 هى مصفوفة E‏ للشفرة (1,3) ۸M‏ 
(انظر التمرين (9,8,؟)). إذا كانت 10101011 = س الكلمة المستقبلة فتكون 
(1,1,1-,1,1-,1,1-,1) = ا. نقوم الآن يحساب : 


w, = WH} = )0,2,0,2,0,2,2,0( 
wı = wı H2 = )0,4,0,0,2,2,-2,2( 
wy = wy} = (2,6, -2,2,-2,2,2, -2( 


(انظر المثال (۳,۹,۲) لقيم 1 » 87 » 83). أكبر قيمة في و« هى القيمة 6 في 
الموقع الأول. وبما أن 100 = (2)1 و 0 < 6 فتكون الرسالة المفترضة هى (1101) = :7. 
لنفرض الآن أن (10001111) = .w‏ عندئذ» تكون (1,1,1,1,1-,1-,1-,1) = 7 


ويكون: 


wı = WH} = )0,2,-2,0,2,0,2,0( 


الشفرات التامة والشفرات ذات الصلة ما ٦‏ 
(2,2,2,2,4,0,0,0-) = ډ}wıH‏ = Wa‏ 
wall? = )2,2,2,2,-6,2,2,2(‏ = ونيا 
الإحداثي الأكبر في و« هو 6- وهو في الموقع 4. وبما أن 001 = (4) وأن 0 > 6- 
فتكون الرسالة المفترضة هي (0001). A‏ 
تمارين 
( ,۳.۹( فك تشفير الكلمات المستقبلة المقدمة في التمرين (۸,۱۰,) باستخدام 
انو ارزمية (5 ,8 , ") والثال (؟ ,۹ .)٣,‏ 
(۳,۹,۷) احسب 84 لكل من 1,2,3,4 = غ. 
(9,8,") فك تشفير الكلمات المستقبلة المقدمة في التمرين )",8,11١(‏ باستخداه 
الخوارزمية ٤(‏ ,۹ ,) والتمرين (5,9,5). 


رمن (مابع 


الشفرات الخطبة الدوربة 


Cyclic Linear Codes 


)4,١(‏ كثيرات الحدود والكلمات 
Polynomials & Words‏ 

سيكون من الملائم قل الشفرات الدورية يدلالة كيرات الدود. ولبذا الغرطنى ندا 
بمراجعة الحقائق التي نحتاجها عن كثيرات الحدود بمتغير واحد. 

كثيرة الحدود من الدرجة ۸ على ۸ هي ”ديج + ... + دږ + وك حبث المعاملاات 
س0 , ",1 do,‏ عناصر تنتمي إلى a .K‏ جموعة كثيرات الحدود على × بالرمز [×]۸. 
كما یرمز لكثيرات الحدود (عناصر [×]۸) بالرموز ()/ › (×)و » (×)م وهكذا ويرمز 
لدرجة كثيرة الحدود (×)۴ بالرمز ((٭) /) 069. 

عمليتا جمع وضرب كثيرات الحدود على × هما كالمعتاد مع ملاحظة أن 
0 = 1 + 1. أي أن 0 = *× + *× ومن ثم ليس بالضرورة أن تتحقق المساواة : 

.deg(f (x) + 9)x(( = max{(deg(f(x)) deg(g())} 

)4,١,9( مثال‎ 

إذا كان *× + تير + ع + 1 = زم تبر + شير + x* + x* gx) = x‏ + 1 ع h(x)‏ 
فنجد أن : 


)غ0( كير + شير + 1 = (x)و‏ + .f)x(‏ 


١615 


١ 7‏ نظرية التشفير والتعمية 
فب قر + ير + .f)x) + h(x) = x‏ 


(ج) + (3مر + شمر + برع + ردير + (x + x*‏ = (2) و (<) / 


×+ ×= ( × + قير + )“×+ (ذبر + غير ل x3)‏ 


4 
تمارين 
)٤,۱,۲(‏ جد مجموع وحاصل ضرب كل زوج من أزواج كثيرات الحدود التالية على ۸: 
)أ( × + 3× + 2× + 1= )م , 7× + قير + قير = ()م. 


(ب) × + × + 1 = من 13× + ۴× + تيرب 2× + 1 = (×) /. 
(ج) “× + شير + 7× + يرج 1 = .f)( = 1 + x ,h)x(‏ 
)٤, ۱,۳ (‏ إذا كانت × + 1 = (2)/ فجد : 
(F())* (Î)‏ (ب) (()۶) (ج) .F())*‏ 

۴ )×( = 1 + × + ×7 لكثيرة الحدود‎ )5,١,( أعد التمرين‎ )5,١:5( 

(۴,۱,۵) جد جميع كثيرات الحدود على / من الدرجة 7 حيث 0,2,3,4 = .١۸‏ 

.10 جد عدد كثيرات الحدود على × ذات الدرجات التي لا تزيد عن‎ )5,١5( 

195 4 الا ق ال ن( :ا 007 و :07ن 
7( ) + (()۴) = (()و + (۴)۸) لأي كثيرتي حدود (×) ۶ و ()9 
على ۸ ؛ وذلك لأن 0 = *× + *×. هل تستطيع إيجاد صيغة خاصة لحساب 
كل من : 

(f (x) + (ب) 20(3)و‎ (f 2 + g())* (Î) 

(ج) "(()9 + (۸) /) حيث ۸ عدد صحيح موجب. 
عبلة ا ا کات الدرد عل #مشابية غاا اة اة 
المطولة لكثيرات الحدود على الأعداد الكسرية. 


الشفرات الخطية الدورية or‏ 


خوارزمية (۱,۸ (٤,‏ [ خوارزمية القسمة Division Algorithm‏ [ 
لتكن [×] f )×(, ۸)×(٤K۸‏ حيث 0 + (×)۸. عندد » توجد كثيرتا حدود وحيدتان 
[«]كاء()" q)x(,‏ حققان : 
f(x) = q(x)h(x) + r(x)‏ 
حيث 0 = (٭)٣‏ أو (()۸) deg‏ > (()”) وء0. 
تُدعى كثيرة الحدود (×) خار ج القسمة (4١#ناهسي)‏ وتدعى كثيرة الحدود (*)” 
باقي القسمة (:06«نوس»ه»). تجرى قسمة (×) f‏ على (×)۸ بعملية القسمة المطولة المعتادة 
مع ملاحظة أن المعاملات تنتمي إلى ۸. 
مثال )٤,۱,۹(‏ 
إذا كانت “×+ ”×+ ؟× + 2ج +ع ح ()م وكانت “×+ +x‏ بر + 1 - h(x)‏ 
فيكون : 
x* +×‏ 
× + × + قير + ×+ قير 
+ 5ير + قير + تير 


× + فيو + كن ل 5ع + ”7 
+ ++ 


1+ ×+ “×+ #عير 





×+ كي + شير 

وبهذانرى أن خارج القسمة هو * + × = (×) وباقي القسمة هو 
× + 2× + × = (م)م. لاحظ أنه من الممكن التعبير عن ذلك بكتابة : 

°7 × + غير + (x‏ + رثع + f(x) = h(x )(x?‏ 
لاحظ سا أن .deg(r(x)) > deg(h(x))‏ ھ 
تمارين 
(5,1,3) جد خارج القسمة والباقي عند قسمة (*)/ على (×)۸ لكثيرات الحدود 
على المقدمة في التمرين (؟,١,٠).‏ 


١‏ نظرية التشفير والتعمية 


)٤,۱,۱۱(‏ جد خارج القسمة والباقى عند قسمة 60م على (2)2 لكثيرات الحدود 


التالية : 

.۴)( = ×2 + ×3 + ×* + ×۹ كو + 1 = ()ط,‎ (Î) 
ب “× +1 = رمم , "اع +1 = ري ر.‎ 
bz - 1 + +” , (ج) 3ج اع + 1 ح (ج)ظ‎ 


(د) × + × + قير + شير + 1 = ,h)x(‏ 1× + 1= (2) /. 
يمكن تمثيل كثيرة الحدود 1 7در_ين + ... + ےه + ده + مه = ()/ التي درجتها 
لا تزيد عن 1 - ۸ على × ككلمة ره ٠٠:‏ يهرهمه = س من الطول ۸ في "7. على سبيل 
المثال إذا كان 7 = + فان : 
الكلمة كثيرة الحدود 





0 ]| *ير + 2ج + دج + 1 
1 | تج لب ×+ شير +1 
0 | ”يج بيجي +1 


وعليه يمكن تمثيل شفرة 6 طولها 7 كمجموعة كثيرات حدود على ۸ درجاتها 
لا تزيد عن 1 -2. أي أنه يوجد تقابل بين كثيرات الحدود على × التي لا تزيد درجاتها 
عن 1 - ۸ والكلمات من الطول ”ف "6/. 

عند ثيل الكلمات بكثيرات الحدود يكون من المناسب ترقيم إحداثيات الكلمة 
التى طولہا ” من 0 إلى 1 - 8 عوضا عن الترقيم من 1 إلى «. فالكلمة د©2هيهمه ذات 
الطول 4 قثل بكثيرة الحدود 3يدي» + *×ره + حه + مه من الدرجة الثالثة. 
مثال )4,9,١57١‏ 

العمود الأيسر من الجدول التالى يبين كلمات شفرة 6 والعمود الأيمن يبين 
كثيرات الحدود المقابلة لبذه الكلمات. 


الشفرات الخطية الدورية ج 0 ١‏ 





كثيرة الحدود («)ء كلمة الشفرة 
0 0000 
× + 1 1010 
3و ب عر 0101 
ير + شير + ×+ 1 1111 4 
تمارين 
)5,١ ١95‏ مثّل كلا من الشفرات © التالية مجموغة كثيرات حدود : 
)أ( }000,001,010,011{ = .C‏ 
(ب) (00000,11111! = .C‏ 
ج ( }0000,0001,1110{ = .C‏ 
(د) }0000,1001,0110,1111{ = .C‏ 


(ه) 00000,11100,00111,110113{ = .C‏ 
)٠,١,١(‏ اكتب كلمات شفرة هامينغ من الطول 7 ذات المصفوفة المولدة 6 المعطاةء 
ثم مثل هذه الكلمات يكثيرات سحلو د : 


1000111 


5 يي 


0010101 
0001011 


وجدنا في التمرين )٠,١,١١(‏ (أ) أن باقى قسمة "× + *× + 3× + × = () f‏ 
على × + 1= (×)۸ هو “×+ 2+ = .٣)(‏ لاحظ أن هذا الباقي وحيد ودرجته أصغر 
من درجة (×)۸. 

نقول إن () ۴ قياس )1 (()/ واسامم (۴)۸) هي (2)” إذا كانت ()7 هي 
باقي قسمة (×) f‏ على (×)۸ ونكتب ((۸)۸ 0()204/ = (). كما نقول إن )م 
و (×)م متكافئتان قياس (8)2 إذا وفقط إذا كان لما الباقي نفسه عند قسمتهما على 
.h)x(‏ أي أن : 


.f(x)(mod h(x)) = r(x) = p(x)(mod h(x)) 


١ 25‏ نظرية التشفير والتعمية 

وفي هذه الحالة نكتب (20)/ 7:04)()م = (2)]” '. 
مثال )4,١,١85(‏ 

افرض أن × + 1 = (×)۸ وأن 11× + × + *× + 1 = (2)م. ()تم على 
(«)۸ نحصل على الباقى × +1 = (*). وبا مئل إذا كانت ؟× +1 = (×)م فنجد أن 
x6 = 1 + x(mod h(x))‏ + 1 ويكون .p(x) = f (x)(mod h())‏ ھ 
مثال رآ١ )٤,١,‏ 

لتكن × + × + 1 = (×)۸. ساب ((×)۸ )×()۸٥d‏ ۶ حيث + × + 1 = (×) f‏ 
كبورق ايوق فيد N‏ سبو NSE‏ نرى أن = 4ير + × 
.F)()mod )((‏ وإذا كانت × + 7× = (2«)م فنجد أن 3« + 1 = h(x))‏ 4م ) (ندام. 
وعليه فإن (×)م و (×) f‏ غير متكافئتين قياس (×)۸. 4 

تحافظ عمليتا جمع وضرب كثيرات الحدود على تكافؤ كثيرات الحدود. أي أن : 
تمهيدية )5,١,١1/(‏ 

إذا كانت ((×)۸ 04:)(<)و = (×) ۶ وكانت (×)م كثيرة حدود على × فان : 

f(x) + p(x) = g(x) + p(x)(mod h(x)) 
f(x)p(x) = g(x)p(x)(mod h(x)) 

البرهان 

r(x) = f ()(mod h(+)) = g(+)(mod h(x)) لنفرض أن‎ 
وأن ((×)۸ 004:)(*)م = (×)ء. حینئذ›‎ 

f(x) + p(x) = q(x )h(x) + r(x) + qa(x)h(x) + s(x) 
= (q(x) + q(x))h(x) + r(x) + s(x) 


() المترجمان: استخدم المؤلفون الرمز ((2)/ 5:04) (×) ۴ = (7)2 للدلالة على باقي قسمة (×) على 
(٭)۸ كما استخدموا الرمز ((8)2 7104) (×)م = (0/ للدلالة على أن باقى قسمة (×) على (2)/ 
يساوى باقي قسمة ()م على h(x)‏ وسنستخدم في الترجمة الرمز = ليدل على الالتین حيث يکوت 


من الواضح المقصود من السياق وحيث أن هو الترميز الشائع الاستخدام. 


الشفرات الخطية الدورية “بان ١‏ 


وعا أن ((٭)۸)وde‏ > de و)r)٭( + s)x((‏ فنجد أن + )م = )د + ٣)x(‏ 
(()۸ 7104)()م. وبصورة مشابهة جد اف أن : 
r(x) + s(x) = g(x) + p(x)(mod h(x))‏ 
الققرة الثاتية عن البرغان تتركها للتعرين ١‏ ١ا‏ رئ 1 
مثال (۱۸ ,۱ )٤,‏ 
لمكن ×+1=(ي)ط و '×+×+1= هامر و gu) =1+x+×*‏ 
و × + 1 = (2)م. لاحظ أن (()۸ ()۸٥4‏ )و = (2)م. الآن : 


f(x) + p(x) =x + قير‎ +x 
gx) + p)x( =x +× * + ° 


j ERE x” (mod h(x)) = x7 = (x + x + x®)(mod h(x)) ولكن‎ 
)1 +x + 27(01 + x%)(mod h(x)) = 1 + x = )1 + x + x *)(1 + x*)(mod h(2)) 
: )؟× + 1 = × + 1. من ذلك نجد أن‎ ٥4 ۸)×(( ولكن‎ 


(°× + 1)(*× + × + 1) = [°× + 1)( ”7× دير + 1) 
x *()1 + ±×(‏ +ع + 1) = 


4 =1 + x? (mod h(x)) 
تمارين‎ 
لتكن قير + 3× + 1 = (×)۸. احسب ((2):/ 00()7204م والكلمة المقابلة لها‎ )5,9,19( 
: لكل نما يلي‎ 
.گ)x( )غ0( 6ير دعر + 1 حت‎ 


(ب) ۴+ ×+ شير ل ير حت .)x(‏ 


(ج) × + 1 = (x)گ.‏ 





(58:.95,578)»)افرض أنْ × + 1 = (×)م اسب كلا من f()(mod h(»))‏ 


و (20)م 264)(<ام وبين ما إذا كان ((×)۸ 04 p)×()n‏ = ()] : 


.م)x(‎ = ”عر + تير دير‎ ۳ f)x( = 1 + × + × (Î) 


۸ نظرية التشفير والتعمية 


ب fo) =x +x” +x‏ و ير + قير + × + عر = (x)م.‏ 
(ج) f(x) =1+x‏ و ×+ x‏ = زعدام. 
6,1,۳7( إذا كانت ×+ 1 = () فا f(x) + g(x)(mod h(x))‏ 


و (():! 204)() 9 (<) م لما يلي : 


(( "×+ 6عر + 1 حت f(x)‏ و + 1 > (2)2. 
(o)‏ ”ير + ”ير + يرح f0)‏ و × + ×+ × = .g)x(‏ 
ج × + "× + 1 = f)x(‏ و × + عر + 1 = (0)2. 


٤,۱,۲ ۲(‏ ) إذا کان ((٭)۸ ٥4‏ ۸)(×)و = (٭) ۴ فأثبت أن : 
.f(x)p(x) = g(x)p(x)(mod h(x))‏ 


)٤,۲(‏ مقدمة للشفرات الدورية 
Introduction to Cyclic Codes‏ 
تند الان مذرانية ص س الشغرات تدع الشفرات الدورية ونستخدم ا 
خواص هذه الشفرات لإنشاء مصفوفة مولدة لشفرة 8011 التي تصوّب خطأين إضافة 
إلى بعض الشفرات الأخرى. في الحقيقة سنرى أن كلا من شفرة هامينغ وشفرة جولاى 
دورية أو تكافئ شفرة دورية. 
تک نا كلمة طولبا «. الإزاحة الدورية نط5 عiاءر٣)‏ (7), للكلمة 7 هي 
الكلمة من الطول ١‏ التى نحصل عليها من الكلمة < بنقل الإحداثي الأخير من < إلى 
بداية الكلمة ثم إزاحة الإحداثيات الأخرى إلى اليمين ET‏ على سبيل المثال : 


17 10110 111000 | OOOO | 1011 





11 ظ r(v}) | 01011 | 011100 | OOOO‏ 
نقول إن الشفرة 6 هى شفرة دورية (ع00") عنكء 0و0 ) إذا كانت الإزاحة الدورية 
لكل كلمة شفرة هي أيضا كلمة شفرة. أي أن © مغلقة تحت تأثير الإزاحة الدورية. 


الشفرات الخطية الدورية ١8‏ 
مثال ١5,1؟,4)‏ 
لتكن [101,011, 110, 2000 = 6. عندئذ الشفرة 6 خطية (لاذا ؟). بحساب (7)7 
لكل 6ت نجد أن 101 = (110,5)011 = (011,5)101 = (000,)110 = (5)000. 
وبهذا نرى أن 7(66)* لكل 6ع. وعليه فإن © شفرة دورية وتكون © شفرة خطية 
دوريك. 1 
مثال ١؟,” )٤,‏ 
الشفرة [000,100,011,111] = 6 ليست دورية ؛ لأن 6 # 010 = (7)100. هك 
لاحظ أن الإزاحة الدورية ‏ هي تحويل خطي. أي أن : 
نمهيدية )٤,۲,۳(‏ 
+w) = r(v) + r(w)‏ تت ۾ r(av) = ar(v)‏ لكل (0,1؟ = عه. وعليه؛: إذا 
كانت © شفرة خطية فلإثبات أن 6 شفرة دورية يكفي أن نثبت أن 66 («)» لكل كلمة 
ص من كلمات اساس للشفرة 6. 
البرهات 
لنعرضص أن 1و (Vo, Pq,"‏ = تا وآن دوو (Wo, Wir",‏ = ناا حينئل :ع 
( اا + Ta‏ ,° لز + (vg + Wo, TT‏ = مزر لل 17 ويكون 
r(v + w) = (Vn-1 + Wn-1, 70 F Wor", VPn-2 + Wn-2)‏ 
(Wa-1, Wg, °°°, W-2)‏ عل (Pp-1, Pg, °, p-2)‏ = 


= riv) + r(w) 
: ويكون‎ Av = ) 0, 1, * , أيضا (1- م‎ 


45 | ) ظ‎ 
5 - TAD) = ,و17 ,وبرثاة)‎ ٠٠٠ , A-2) = aD و‎ Pg, °°“, p-2) = aT) 


(0 المترجمان : أضفنا برهان الفقرة الأخيرة من التمهيدية 7.١‏ 4) نعتقد أنه سقط سهوا من الأصل الاتجليدى. 


ل نظرية التشفير والتعمية 
مثال (4,7,4) 

لاحظ أن (110,101 أساس للشفرة 6 المقدمة في المثال .)5,7,١(‏ بما أن 
6 - (7)110 وأن 11066 = (7)101 فتكون 6 شفرة خطية دورية. A‏ 

لإنشاء شفرة خطية دورية نقوم باختيار كلمة ‏ ثم نجد المجموعة 5 المكونة من ما 
وجميع إزاحاتها الدورية. أي نجد [(س) 77-1 :..,(0(,2)0),نة) = 8 . حينئذ. نأخذ 
(5) = 6 الشفرة المولدة بالمجموعة ؟. ا أن 5 تحتوى على أساس للشفرة © فاستنادا إلى 
التمهيدية )٠,,۳(‏ تكون 6 دورية. ومن ثم فهي الشفرة الخطية الدورية المنشودة. 
مثال (ث,” )٤,‏ 

لنفرض أن 3 > ۸ وأن 100 = «. عندئذ: 

5 = {v,r(v),r*(v)} = 4100 ,010 ,001( 

ومن ثم فان ۸3 = (و). لاحظ أنه إذا كان (ت) ره + (س) ۲ه + مامه = بن 
فر أل 

Tw) = (جد) “رع + (تداعيوه‎ + ar (wv) = “به + (1) مه + مايه‎ (v) 
)٤, ؟,"١ مثال‎ 

لنفرض أن 4 = ۸ وأن 0101 = ث. حينئذء 1010 = (5)7 » 0101 = (س) ۳ 
إن (0101,1010) = ؟. وبهذا تكون الشفرة الدورية (5) = 6 هي : 

A .6 = {0000,0101,1010 ,1111} 

لتكن م كلمة ولتكن [(س) ]«,٣)(,٠٠٠,٣" ٠‏ = 5 مجموعة الازاحات الدورية 
للكلمة ‏ ولتكن (5) = 6 الشفرة المولدة بالمجموعة 5. حيشذ» نقول إن الكلمة < مولدة 
(840“عمعع) للشفرة الخطية الدورية 6. وبما أن أي شفرة خطية دورية حتوي ا يجب أن 


(۳) لاحظ أن ((صامام = زم) ةع وأن (((صاء)مام = (زمنم)ة, وهكذا. 


الشفرات الخطية الدورية ١11‏ 


تحتوي 5 فتكون 6 هي أصغر شفرة خطية دورية تحتوي «. لاحظ إمكانية وجود أكثر 
متيع لذ انلقف« ور 
تمارين 
AES‏ خط دري مو الطوك ب eg‏ رمن : 

.n =7 v= 1101000 4) 

.n =6 , + 010101 (ب)‎ 

(ج) 0 =7 8 -1. 
(,؟,ع) جد جميع الكلمات ‏ من الطول 7 التي تحقق م = .v(‏ 
(5,5؟,5) جد جميع الكلمات 7 من الطول 6 التي محقق : 

(أ) م = (م)2م (ب) ما = (52)0. 

من الممكن استخدام كثيرات الحدود للحصول على ثيل ملائم للشفرات 
الدورية» وذلك يملاحظة أنه إذا كانت (×)< هي كثيرة الحدود المقابلة للكلمة 7 فإن 
كثيرة الحدود ("× + 0۵1 )(×) × هي كثيرة الحدود التي تقابل الإزاحة الدورية (). 
لاحظ أن ("× + 1 x")n0d‏ = 1. 
مثال ١١١,؟,4)‏ 

لنفرض أن 100 = م. عندئذء 1= (*)ت وبھذا نرى أن 010 = (7)م تقابل 
× = (×)ص×. وإذا كانت 1101 = س فإن × + × + 1 > (×)س وإن 1110 = (ممع تقابل 
.xv(x)(mod1 + x*) = 1+ x +x‏ ھ4 

ا سن کر من الام ات الظ رق لمات ال الدورية هل آنا 
كثيرات حدود. ولبذاء إذا كانت 2 كلمة طولما ^ وكانت (×)ن كثيرة الحدود المقابلة لبا 
فان الإزاحات الدورية للكلمة م تقابل كثيرات الحدود ("× + 17)2()01001 حيث 


i = 0,1, 1 


؟ ١‏ نظرية التشفير والتعمية 
مثال ١9,؟,5)‏ 


لنعرضص 9 0 = 7 وأن 7 = ۸ نگل دير دير + 1 = vx)‏ والحدول 


أرق اين اط TEESE‏ 


الجدول (4,1). كثيرات الحدود المقابلة للازاحات الدورية. 


xîv(x) (mod 1 + x")‏ الكلمة 
فير + xv[x) = x + x*‏ 0110100 
تمر + × + vy = x*‏ 2غ 0011010 
ير + “× + دير = () س 0001101 
x" + x*(mod1 + x"‏ + 1 ع x*v(x) = x* + x + x"‏ 1000110 
x" )mod1 + x" (‏ + “× بع = قمر + قر + 5ع = x v)]x(‏ 0100011 
xîv(x) = x +x +x? = 1 + x + x(mod1 + x7)‏ 1010001 4 


تمهيدية 1١‏ ١,؟,4)‏ 
لتكن ) شفرة دورية ولتكن )عتدء و لتكن )x([(‏ س "عا , x0 )(, ٠٠١‏ ,(×)0])ع(×)٥.‏ 
عندئذ » توجد كثيرة حدود ‏ "٨ږ-ږه‏ + ... + ږه + «ر» + مه = ()ه بحيث يكون : 
C(x) = a(x)v(x)(mod1 + x")‏ 
البرهات 
عا أن xe), , x" o) e7}‏ ,(ت)مط)ء(م)ء فيوحد 1-16 21,٠٠١,‏ ,و8 بحيث 


يكون : 


c(x) = (مد) تاعديه + داتامه)‎ + ٠.١ + a,_1x" v(x) )(mod1 + x”) 
= (ag + a,x + ..١ + a, 1X" v(x )imod1 + x") 


= a(x)v(x)(mod1 + x") 
mi وهذا يعهي البرهان.‎ 


الشفرات الخطية الدورية ١17‏ 


لتكن © شفرة خطية دورية. من الواضح أن © تحتوي كلمة غير صفرية 9 بحيث 
تكون درجة (×)و أصغر ما يمكن ولتكن ). سنبرهن الآن أن و وحيدة. لنفرض أن 
"٤٤‏ غير صهرية حيث (*)'9 درجتها / ا عندئذ » ماعؤداء = (د) 'و + (×)ق ؛ 
وذلك لأن ٤‏ خطية. وبما أن 0 = “× + × فان ۸ > (×)ء و4. وبهذا تكون 0 = (2)ء 
وغخلص إلى أن (×)'و = (×)و. 

سنبرهن الآن أن كثيرة الحدود غير الصفرية التي درجتها أصغر ما يمكن تولد 
الشفرة الخطية الدورية. ولبذا الغرض نفرض أن 66()ء. با أن (() 469)9 < ((ج)ء) و4 
نسيل ا سادا ال خو ار اة القسنة أن: 

6)” + )و )و = c)e(‏ أو c)×(‏ + (<) و( )بو = (٭)٣.‏ 

ولكن استناداً إلى التمهيدية )٠,۲,۱۲(‏ نرى أن كلاً من ()» و (7)2(9)6 
كلمة شفرة وبهذا تكون ٣)×(‏ كلمة شفرة. وا أن ((2)<)وع4 < (()و)409 فنرى أن 
0 = ():. ومن ثم يكون ()9(*)؟ = (×)ء وبهذا نرى أن (×)و تولد الشفرة 6. 

سنسمي كثيرة الحدود غير الصفرية ذات الدرجة الصغرى والتي تولد الشغرة 
الخطية الدورية 26 كثيرة الحدود المو لّدة Polynomial)‏ ««مأهنرعمة6) للشفرة 6. 
مبرهنة (۳ )٤, ۲,١‏ 

لتكن © شفرة دورية طولبا 7 ولتكن (×)و كثيرة الحدود ا للشهرة ©. إذا 
كان  -‏ = ((*) و) و4 فإن : 

(1) بعك 6 يساؤى + 

(۲) كلمات الشفرة المقابلة لكثيرات الحدود () و “×,٠٠.(»)و×,(×)و‏ أساس 
للشمرة 6). 

e)٤ )۳(‏ إذا وفقط إذا كان (*)و(*)ه = (داء حيث (×)ه كثيرة حدود 
تُحقق ۸ > (()469)6 (أي أن ()9 قاسم لجميع كلمات الشفرة (#)ع). 


١ 2‏ نظرية التشفير والتعمية 
البرهات 

إثبات الفقرة (۳) نحصل عليه من النقاش السابق للمبرهنة (7١,؟5,7).‏ 

ولبرهان الفقرتين )١(‏ و (۲) نفرض أن ۸ - ۸ = (()469)9. عندئذلء 
() و +1-“مد, ٠.١‏ ,(*) وعد ,(:)9 مستقلة خلا اذا ؟). وعا أن (:9)2 تقسم جميع كلمات 
الشفرة فنجد كثيرة حدود وحيدة رې + ... + يديه + وه = (×)ه تسق : 

(0)وتحكن_يه + ... + («)وعديه + (نداومه = (2)و(*)ه = زداء. 

وبهذا يكون ([(:) و1“ , )<:(,٠.١‏ وعد,(:<)6)]9()ء. و نخلص إلى أن : 
[() و“ 00,٠,“‏ وند,() نو أساس للشفرة 6. = 
مغال )٤, ٣,١ ٤(‏ 

لنفرض أن 7  -‏ وأن × + × +1 = (*)ج مولد للشفرة الدورية 6. أحد 
أساسات € هو : 

0 جه ×+ ير + 1 = g)x(‏ 
0 جه “× + شير + xg)x( = x‏ 
0 ج "بر + × + شير = x* g)]x(‏ 
1 جه تبر + *× + x*g)x( = x‏ 

لا حظ أن × + *× + 1 = x*g(x)(mod1 + x7)‏ هي كلمة شفرة ؛ ألأن: 
()22(9 +ع + 1( = ردير + عر + 2()1ير لاع + 1) = .1+x* +x“‏ ھ4 
مثال (85 ١,؟,5)‏ 

لتكن © الشفرة الدورية (0000,1010,0101,1111) = 6. مجموعة كثيرات 
االحدود المقابلة هي (قر + x2‏ + ×+ 1 ,قمر + x ,x‏ + 10,1. لاحظ أن 1010 جه 2ج + 1 


هى كثيرة الحدود المولدة للشفرة © ؛ وذلك لأن © تحتوي على كثيرة حدود واحدة فقط 


الشغرات الخطية الدورية 0 ١‏ 


من الدرجة الثائية ولا تحتوى كثيرات حدود من الدرجة الأولى. أيضا كل من كلمات 


الشقرة (كثيرات الحدود) هى مضاغف لتفيرة ألدود الموندة: 
القبر + مهندم 
( × + 1)ع = ×+ x‏ 
«2١‏ + 1)1 = 2× + 1 


(22 + 2()1 + 1) = ×+ قير باع + 1, 4 

)4 1,15١ فثال‎ 

من السهل التحقق من أن الشفرة: 
١11,06١ ١0111‏ :)»2 , 100100 , 000000{ = نم 

هي أصغر شفرة خطية طولها 6 وتحتوي على 100100 + *× + 1 = (×)و. 
كثيرة الحدود الأصغرية التي تقابل كلمة شهرة هي × + 1 ح (د)و ولا تحتوي © على 
كرات هدوة .ارک هر الدرجة 3. وبهذا نرى أن 5د + 1 = )و لد الشهرة 6. 
الحدول (؟,4) بين كلمات © كمطاعفات لكثيرة الحدود ()م: 


الجدول (4,7). كلمات الشفرة كمضاعفات لكثيرة الحدود الو لدة. 


000000 0 0(1 + ×; 
100100 1 + × 1)1 + ×*( 
010010 × + × x(1 + x3) 
001001 كبر + تعر‎ 201 + +2( 
110110 1 +× + × + فير‎ (1 + x)(1 + x) 
101101 1 + ×2 + كبر + تر‎ (1 + x*)(1 + +) 
011011 ×+ ×2 + 4م‎ + ×“ (x + x×*)(1 + (5ع‎ 





( 3× + 1 )”× + × + 1( مو + كو + 3ے + موا ++ 1 111111 ١‏ 


من السهل توليد شهعرة دورية وذلك باختيار كلمة < وحساب : 


.C = ({v(), xv), <<“, x" 1v(e)})(mod1 + x”) 


١11‏ نظرية التشفير والتعمية 

ولكننا بحاجة إلى إيجاد مولد لبذه الشفرة وكتابة جميع كلمات 6 وهذه ليست 
الطريقة اللامة. للك ولك كثيرة انود ألو ندة للش الدورية تشد بالا 
المهمة التالية : 
مبرهنة )٤,۳,۱۷(‏ 

)0 كثيرة حدود مولدة للشفرة الخطية الدورية من الطول « إذا وفقط إذا 
كانت (×) و تقسم ”× + 1. أي أن (*)و(*)م = "× + 1. 
البرهان 

استنادا إلى التمهيدية (؟ ١,؟,4)‏ تجد أن : 

c(x) = h(x)g(x)(mod1 + x") = hO g(x) + 1)ت)ن‎ + x") 

كلمة شفرة لكل 5)0. واستنادا إلى خوارزمية القسمة نرى أن (2)م تقسم أي كلمة 
شفرة (2)» إذا وفقط إذا كانت (*)0 تقسم "×+ 1. وبهذا نجد استنادا إلى المبرهنة 
)٠,۲,۱۳(‏ أن )و تولد الشفرة الدورية من الطول ^ إذا وفقط إذا كانت (×)و تقسم 
4 1. 9 
نتيجة (/١,؟,5)‏ 

لتكن (0)2 كثيرة الحدود ا لأصغر شفرة دورية من الطول ۸ محتوي على 
الكلمة 7 (كثيرة الحدود (*«)ت). عندئذ , ("× + 1 ,(*)م)هء9 = (×)و. 
البرهات 

قان ()و كثيرة الحدود TEENA‏ أن (90 تقسم كلا من 
(× )ا و "× + 1. و عا أن ([() 0" ×, x (e)0) (, x0) (, ٠٠١‏ )و فنجد أن = (×)و 
x")‏ + 71041)() م ()ه. أي أن : 


.9)2( = a)x (r) x( + 2()1)ط‎ + ×" ( 


الشفرات الخطية الدورية 11 ١‏ 


ا ذا ا(0 و لكان و سوق أن ()8 تقسسم 
)"× + 1( )ط + ()مة()2. ومن ثم نحد أن ()۸ تقسم (×)و. إذن ؛ 
gcd(v(x),1 + x")‏ = (2)و. 0 
مغال )٤,٣,١۹(‏ 

لنفرض أن 8 = ۸ وأن 11011000 = س. أي أن *× + 3× + × + 1 = (×)ص. بما أن : 

تير + 1 = وير + gcd(v(x),1‏ 

فنجد أن + 1 = (2*)و كثيرة الحدود الل لأصغر شهرة دورية نحتوى على (#)نا 
وبعد هذه الشفرة يساوي 6 = 2 - 8. 7 

من الممكن استخدام خوارزمية إقليدس لحساب القاسم المشترك الأعظم 
لكثيرتي حدود وهذه الطريقة موضحة في الملحق 4. من الممكن أيضا استخدام 
العمليات الصفية الأولية لإيجاد كثيرة الحدود المولدة لشفرة دورية طولها : وبُعدها 
# - ۸ ويتم ذلك على النحو التالى : 

نقوم باختيار أساس (مصغوفة مولدة) للشفرة ثم نستخدم العمليات الصفية 
الأولية للحصول على 81517 حيث الأعمدة المتقدمة (عددها #) هي الأعمدة الأخيرة. 
عندتك: ق الققرة اذو ا ال ی هر ك ادود ا دة 


عارين 

: اا سن كني انود ارد لأصغر شفرة خطية دورية تحتوي على الكلمة المبينة‎ ١ 
010010 (ب)‎ 010101 )( 
0101100 (ج) 01100110 (د)‎ 
000010010000000 (ه) 001000101110000 (و)‎ 


.010111010000000 )( 


١ 16‏ نظرية التشفير والتعمية 


E ETS‏ الفدريم رار الوق لكل هن العلحات الثاللية: 


() 101010 (ب) 1100 
(ج) 10001000 (د) 011011 
(ه) 10101 (و) 111111. 


)٠,۲,۲۲(‏ لكل من الشفرات (5) = 6 حيث 5 هي امجموعة المعطاة فيما يلى» جد 
كثيرة الحدود (×)9 المولدة ومن ثم اكتب كلمات الشفرة كمضاعفات لكثيرة 


المحدود (×)و : 
)1( }010,011,111{ = 5. 
(ب) }1010,0101,1111{ = ؟. 
(ج) }0101,1010,1100{ = 5. 
د }0001 , 1000,0100,0010{ = .S‏ 


(ه) (01111,11110,01010, 11000 = 5. 


(,4) المصفوفات المولّدة ومصفوفات اختبار 
النوعية للشفرات الدورية 


Generating & Parity Check Matrices 
for Cyclic Codes 


يوجد عديد من المصفوقات المولدة للشفرات الخطية الدورية» وأبسط هذه 
المصفوفات هى المصفوفة التى تتكون صفوفها من كلمات الشفرة المقابلة لكثيرة الحدود 
E a LEO Ea‏ 


gtx) 
| *9)( 


نود 


الشفرات الخطية الدورية ١18‏ 

مغال )٤, ۳, ١(‏ 
لتكن [0000,1010,0101,1111] = © شفرة خطية دورية. كثيرة الحدود المولدة 
للشمرة 6 هى 25 + 1 تزاف عتدتل: 4 - ۸و 2= kK‏ ونرى أن اساسا للشمرة 6 هو : 


0 جه تير + 1 = g)x(‏ 
1 جه تع + x‏ = (غ7)3* 


وبهذا تكون مصفوفة مولدة للشفرة © هي [و0:] = || = 6. 1 
مثال (١؟4,,7)‏ 
لتكن ٤‏ شمرة خطية دورية من الطول 2-7 وكثيرة حدود موده 
× + × + 1 = (*)و من الدرجة 3 = ۸ -2. عندئذ» 4 = »۸ وأساس للشفرة © هو : 
تبرج بر + 1 = g)x(‏ 
#ير + غير + xXg(x) = x‏ 
دير + ذير + شير = x* g)x(‏ 


xz gو)x(‎ = × + ×“ + 6ير‎ 


ومصفوفة مولدة للشمرة ٤‏ هى : 
1101000 
0| _ 4 
0011010 ْ 
0001101 


لتكن © شفرة خطية دورية من الطول ۸ والبُعد # (ومن ثم كثيرة الحدود المولدة 
()9 من الدرجة # - 2). عندئد » إحداثيات المعلومات (يره 4,٠٠“,‏ ,و2) المراد تشفيرها 
(عددها ۸) تقابل كثيرة الحدود ٠.١. + a"‏ + × + مه = a)x)‏ و كثيرة 
حدود المعلو مات أو كثيرة حدود الرسالة «(Information or Message Polynomial)‏ 
عملبة التشفير تتم بواسطة ضرب كثيرات حدود. أ ا c(x)‏ = زعد) و(<)ه هي عملبة 
تشفير (×)ه. وعليه نرى أنه يتم مخزين كثيرة الحدود المولدة ع عن غخزين المصفوفة 
الاو ار ا اروا قم علس ا ات ا ا ا 


Ys‏ نظرية التشفير والتعمية 
إن العملية العكسية لضرب كثيرات الحدود هي قسمتها. ولہذاء نحصل على 
الرسالة المقابلة لأقرب كلمة شفرة (*)ء للكلمة المستقبلة بقسمة (*)ء على (»)و ويكون 
خارج القسمة هو كثيرة حدود الرسالة (*)2. 
مثال ",7١‏ , 5 ) 
لنفرض أن × + + + 1 = )و و7 = ۸. عندئذ؛ 4 7-3 = . لنفرض أن 
× + 1 = (×)» هي كثيرة حدود الرسالة والتي تقابل الكلمة 1010 = 4. يتم تشفير 
()» على النحو التالي : 
+x +×” + ×“‏ 1 = رذير + c)x) = a(x)g(x) = (1 + x* J(1 + x‏ 
وبهذاتكون 0 = € هي كلمة الشفرة المقابلة. وإذا كانت 
6ب + *× + × + 1 > (×)ء فنجد أن كثيرة حدود الرسالة هي : 
“© + 1 = (2<)و/(اء = .a)x)‏ 
وتقابل الرسالة 1001 = ه. 4 
خارين 
(4,",54) لتكن 3× + × + 1 = (#2)و كثيرة الحدود المولدة للشفرة الخطية الدورية من 
الطول 7. 
(أ) شفر كثيرات حدود الرسائل التالية: 3× + ×+ بر , بء 3ب + 1. 
(ب) جد كثيرة حدود الرسالة المقابلة لكل من كلمات الشفرة (*)» التالية : 
قمر + *× ب ×+ > 3بر ل شير ب ير + 1ع x +x‏ 
)٤, ۳, ۵(‏ جد أساسا وك رف هو لذ للشفرة الخطية الدورية من الطول 1 حيث كثيرة 
لوو الد العظأة 0و 
)( 3× + تير + 1 = g)x(‏ › 127 


زب كير + تير + 1 ع g)x(‏ ؛ 9= 711, 


الشفرات الخطية الدورية 1 اا 


لح +x"‏ يز + 1 > gx)‏ ؛ 15 - 1. 
(د) قير + × + قير + ير + 1 = (x)و‏ › 15 = 11. 
(ه) 1× + تير + × + شير + 2ج + ير + 1 = g)x(‏ ؛ 15 > 1 
(4,",5) أثبت أن الشفرة المخطية ذات المصفوفة المولدة المعطاة 6 هي شفرة دورية 
معد كك و ا 


110110 
1 01001 =6 (ب) [019101] دم 
101101 


بعد أن وجدنا طريقة فعالة للحصول على مصفوفة وا للشفرة الخطية 
الدورية بدلالة كثيرة حدودها المولدةء ننتقل إلى دراسة كيفية الحصول على مصغوفة 
اختبار النوعية لبذه الشفرات. ولهذا الغرض نحتاج إلى إجاد مصفوفة 7 محقق : 

0 = ۴4س إذا وفقط إذا كانت س كلمة شهمرة. 

ولانجاز ذلك نكتب بداية (»)ع + (>)ء = (×)سw‏ حيث (باء هي كلمة شفرة 
و(6)*2 كثيرة حدود الخطأ. 

تُعرف كثيرة حدود الساذر s)x( )Syndrome Polynomial)‏ على أنها : 

.s(x) > w(x)(mod g(x)) 

إذا فرضنا أن درجة (×)و تساوي #-2 فتكون درجة (×)ء أصغر من 
م- "۸ وتقابل كلمة ثنائية 5 من الطول .n—k‏ ويما أن w(x) = c(x) + e(x)‏ 
و (*0)2(90 = (×)ء حيث (×)» كثيرة حدود تنتمي إلى [*]» فنرى أن = )د 
(00)و 4٥”)(×)ء.‏ أي أن كثيرة حدود التناذر تعتمد فقط على الخطأ. 

لتكن 17 هي المصفوفة التي صفوفها الكلمات ۴ من الطول # - ^ المقابلة لكثيرات 
الحدود ((×)و 040:)' > ():. عندئذ» 8 هي مصفوفة اختبار النوعية للشفرة. 
ولإئبات ذلك» نقرضص أن س كلمة مستقبلة. عندئذ؛ (©#)ء + (*«)ء = (۸)سw‏ ويكون : 


١ 7‏ نظرية التشفير والتعمية 


11-1 
wH = (c+e)H = 3 + e; )F; 
=0 
7-1 


11-1 11-1 
زم د 2 جع‎ r(x) = 9 cx) mod g(x) + رد‎ erx) mod g(x) 


= c(x)mod g(x) + e(x)mod g(x) 


= 0 + e(x)mod g(x) 
= (*)م‎ 
وبوا غد أن 0 > (×)ء إذا وفقط إذا كانت (×)س كلمة شفرة. إذن» 1 مصفوفة‎ 
اختبار النوعية. أيضاء إذا كان 5 = اس فنرى أن ((ہ)و 704)(*)سا = (×)ء. وبهذا‎ 
ينصح السبب وراء تسمية (*)5 كثيرة سحل و د الجناذر. سنستحدم هلا التمثيل للتنادر ف‎ 
)5,71( مغال‎ 

لنفرض أن 7 = ۸ وأن × + × + 1 = (0)ع. عندكئذ: 3 = ) - ۸ ونجد ۸1 كالتالى : 

r(x) = 17:60 g(x) = 1 ++ 0 

r(x) 5 xmod g(x) = عد‎ ++ 010 

r(x) = x*mod g(x) = x“ ++ 1 

r(x) = x* mod g(x) = 1 + x جع‎ 0 

r(x) = x*mod g(x) = x + x^ ++ 1 

r(x) = x*mod g(x) = 1 + x + x* جو‎ 1 


r(x) = xfmod g(x) = 1 + x“ ++ 101 


100 
010 
001 
وبهذا تكون 0 = . إذا استقبلنا كثيرة الحدود 6ج + 5ج + 1 = (ب)اس. اى 
11 1 
111 
101 
الكلمة 1000011 = س فترى أن 110 = 5 = 8# وأن : 


x + x) = w(x)(mod g(x))‏ + 1)لمدورقع + 5ير + 1 = عر + 1 = .S(x)‏ شر 


الشفرات الخطية الدررية YT‏ 


تمارين 
)6,١,۸(‏ جد مصفوفة اختبار النوعغية للشفرة الخطبية الدورية من الطول 7 حيث كثيرة 
حدودها المولدة هى “×+ ×+ ×+ 1 =( 


(4,,8) جد مصفوفة اختبار النوعية للشفرة الدورية من الطول 7# حيث كثيرة 


حدودها المولدة ھی (9)3 : 


)ع( × + 1 = (جاوى 6 = 1. 
(ب) قر + 1 .n = 6 ›g)x(‏ 
(ج) × + 1 = (عراوء 8 = 1. 
(د) × + تير + 1 = (x)وء‏ 9= ۸. 
(ھ) فير دج +1=  - 5 ›g)(‏ (هذه تولد شفرة هامينغ). 


(و) 11ج + ×+ 7× + تبر + 5ج + ×+1= (x)وء‏ 23 =۸ (هذه تولد شهفرة 
(ز) *× + ”×+ ؟× + *× + 1 - (x)وء‏ 15 - 72 (هذه تولد شفرة 8011 التي 


(5,5) إيجاد الشفرات الدورية 
Finding Cyclic Codes‏ 


يلزمنا لإنشاء شفرة خطية دورية من الطول ^۸ والبعد » إيجاد قاسم لكثيرة 
الحدود ”× + 1 من الدرجة #-5. في بعض الأحيان يوجد أكثر من قاسم واحد وقي 
أحيان أخرى لا يوجد مثل هذا القاسم. ومسألة مهمة أخرى هي مسألة إيجاد شفرة 
خطية مسافتها صغرى وهذه مسألة لا يوجد لہا حل عام حتى الآن وسنؤجل نقاشها 


إلى وقت لاحق. 


Va‏ نظرية التشفير والتعمية 


ما أن أي مولد للشفرة الدورية من الطول ۸ يقسم كثيرة الحدود "× + 1 فلإيجاد 
جميع هذه الشفرات يتعين علينا إيجاد جميع قواسم "× +1 ويمكن إنجاز ذلك بإيجاد 
جميع القو اسم غير القابلة للتحليل .(Irreducible)‏ 

نقول إن كثيرة الحدود []061)/ التي درجتها أكبر من أو تساوي 1ء غير قابلة 
للتحليل (»1طاكءنله:1) إذا لم نستطع كتابتها كحاصل ضرب كثيرتي حدود في [] 1 درجة 
كل منهما على الأقل 1. إنه ليس بالأمر اليسير إيجاد القواسم غير القابلة للتحليل (ومن 
ثم جميع القواسم) لكثيرة الحدود "× + 1. يزودنا الملحق 8 بتحليل "× + 1 لكل 31 > ۸" 
إلى عوامل غير قابلة للتحليل » كما نقدم في المثال (4 ١‏ ,4 ,4) طريقة لتحليل "× + 1. 

الشفرة الخطية الدورية المولدة بالقاسم 1 لكثيرة الحدود "× +1 هي الشفرة 
التي بُعدها # (لأن درجة 1 تساوي 0) ومن ثم فهي الشفرة *5. أيضا الشفرة 
(0) = 6 حيث 0 الكلمة الصفرية من الطول : هي شفرة دورية مولدة بكثيرة الحدود 
)"× + 041)*+ + 1 = 0 = (×)ھ. تسمى كل من 7 و [0] شقرة دورية عير فعلية 
(Improper Cyelic Code)‏ وتُسمى جميع الشفرات الدورية الأخرى: شفرات دورية 
فعلية (Proper Cyclic Codes)‏ . 
مثال )٤, 5,١١‏ 

إذا كان 3 = ۸ فترى أن : 

(* × +ع + 2()1 + 1) = تير + 1 

هو تحليل × + 1 إلى عوامل غير قابلة للتحليل. وعليه توجد شفرتان فعليتان دوريتان 
من الطول 3 الأول هما اا کا اتود ات ناو را ر واد 
كم وهذه الشفرة هي (110,011,101, 4000 = 6. أما الشفرة الأخرى فهي 
ا بكثيرة الحدود ×+ × +1 = (2*)و ومصفوفتها ل هي [111] = 6. وبهذا 
تكون (1000,111 = 6. 4 


مثال (5,7 )٤,‏ 
إذا كان 6 = ۸ فإن محليل 6<« + 1 إلى عوامل غير قابلة للتحليل هو : 
“ير + ير + 4*1(« + 1) = × + 1) = فير + 1. 
وعليه» لإيجاد مولدات الشفرات الخطية الدورية الفعلية من الطول 6ء نقوه 
بإيجاد جميع حواصل الضرب الممكنة لبذه العوامل (عدا 1 و °× + 1). كل من حواصل 
الضرب هذه تولد شفرة خطية دورية فعلية من الطول 6. الجدول التالي يُبيّن كلا من 
هذه المولدات وبُعد الشغرة التي يُولدها. 
البعد المولد 
1 
#ير + 1 = × + 1) 
ير + ير +1 
“ير + شير + 1= 292ي + ير + 1) 
تير + 1 = رثع + × + 2()1 + 1( 


“ير + ×+ +x) = 1 +x‏ عر + 2(2)1 + 1) 
ذير + شير + × + شير + ×+ 1 = 22ج + عر + 1)(ئد + 1). ۳ 





5 
4 
4 
2 
3 
2 
1 


)٤, 5 ,"( مبرهنة‎ 


إذا كان 2"5 = ۸ فان 5(2+ + 1) = "ير + 1. 
البرهات 
باستخدام الاستقراء الرياضي على ”. إذا كان 1 = ” فإن 25 = ۸ ونرى أن : 
كير + 1 = تير + كير ل ذير + 1 = “×+ 1) 
وعليه فالعبارة صائبة عندما 1 = . لنفرض الآن أن العبارة صحيحة عند 1 - م . 


(1 + ×3 [1 + ×3 


(5) المترجمان: قمنا بكتابة تفاصيل خطوة الاستقراء للمبرهنة (7, 5 , 5 ). 


۷٦1‏ نظرية التشفير والتعمية 


يي + 1( = (خطوة الاستقراء) 
يي + 22 + 1 = 
“ير ب ] - 
وبهذا تكون العبارة صحيحة عند ۲. 9 


نتيجة (5 ,5 , 5 ) 

لنغرضص أن 5 = ٨۸‏ حيث 5 غدد فردي ولنسرضص أن × +1 هي حاصل 
صرب عدد 2 من كثيرات الحدود غير القابلة للتحليل. عندئذ» يوجد عدد 1(7 + ”2) 
شفرة خطية دورية من الطول 7 ومن ثم يوجد عدد 2 - 1(5+ '2) شفرة خطية دورية 
فعلية من الطول 71. 0 
مثال ( ٤,۵‏ , 4 ) 

بينا في المثال )5,5,١(‏ أن (× + ×+ 1)( + 1) = 3 +1 حيث كل من 
×+ 1 و “×+ × +1 غير قابلة للتحليل. باستخدام النتيجة )٤, ٤, ٤(‏ حيث 
0= ٣ء‏ 3= ي 2= 2 نجد أن عدد الشغرات الخطية الدورية من الطول 3 هو 
4 > 20+1(2): هنها شفرتان فعليتان كما هو عبين فى الخال (4,5,1). أما لكثيرة 
اللحدود 28 + 1 فلدينا 3 × 21 = 6 = :. عندكذء 1 - >٣‏ و 2= 2 ويكون علد 
الشفرات الخطية الدورية من الطول 6 هو 9 = 1(2 + 2) حيث 7 منها فعلية وهذا ما 
وجدناه في المثال ٤, ١(‏ ,ع ). A‏ 
تمارين 
(5,5,5) جد عدد الشفرات الخطية الدورية الفعلية من الطول 7 حيث : 


(أ) 24م (مب) 25م 
(ج) 7=" (د) ‏ 71-14 
(ه) 56 n=‏ (و) ‏ 7-15 


(ز) 120 = n‏ (ح) 4 = 1. 


الشقر ات اله الدورية ااا 


(4,4,1) جد كثيرة الحدود المولدة لجميع الشفرات الخطية الدورية من الطول : حيث : 
n = 4 )(‏ (ب) 225. 

0 عند مولدين عن الدرة 1 ذلقة :ف اططية الدورية من الطول 7 

(4,4,9) جد مولدا ومصفوفة مولدة للشفرة الخطية الدورية من الطول * والبعد ) 


تسچ 


1= 12» kK =7 (ب)‎ n=1l2ck=5 (Î) 

)ج( 4-5 14- م )د( 2-6 ؛ 14 - م 

(ه) 8= .n=14k‏ 
(5,5,9) أثبت أن شفرة جولاي ود٤‏ تكافئ شفرة خطية دورية. 

نقدم الآن طريقة سهلة لإيجاد جميع الشفرات الدورية (أي عوامل ("× + 1)) 
حيث 7 عندد فردى. 

الخطوة الأولى من هذه الطريقة هي توليد جميع كثيرات الحدود ("× + 2()7:001) 1 
التي حقق ("× + 620401 1)2(2 = () 1. تس كثيرات الحدود هذه بكثيرات الحدود 
متساوية القرى (15دنسدمسراه .)dempoten†‏ إذا كانت كل من (×)» و () كثيرة حدود 
متساوية القوى فمن السهل أن را أن کا من (ع)طة + u(x)‏ و u(x)v(x)(mod 1 + x")‏ 
كثيرة حدود متساوية القوى. نحتاج الآن لإنشاء مجموعة "أساسية" من كثيرات الحدود 
المتساوية القوى. ولبذا الغرض خَرَئ المجموعة (0,1,2,.0:,2-1) = ,2 إلى فصول 
تكافؤ. لنفرض أن : 


.1 = 2707100 11( حيث‎ €, = {s = 2' x (mod N: j > 0,1, ٠-١ ,7( 


Y۸‏ نظرية التشفير والتعمية 
مثال ( )٤, ٤,١١‏ 

دا كان 7 = ۸ فلدينا = {O} iC, = {1,2,4 = Ce = ÛC, Û = {3,5,6} = Ce‏ = ونا. 
وإدا كان 9 = ۸" فلدينا ;}3,6{ = {O} cC = {1,2,4,8,7,5} C&C;‏ = ونا. 


الآنء لكل فصل من فصول التكافؤ المختلفة ,6 نجد كثيرة حدود مقابلة (),» 


أ 3 = (عت)م 


اماع 
الآنء («)ن كثيرة حدود متساوية القوى لأن : 


(("د+ (mod(1‏ “د ١‏ = نتم ( = رمن = eı)‏ 
Kel;‏ نا ار 
وذلك لأنه إذا كان ,٥٤ز‏ فإن ;6۲( ۸٠4‏ )ز2. لاحظ أيضاء أنه إذا كانت 
(("× + 7:00)1)(<) 1 كثيرة حدود متساوية القوى فان : 


k 


(دارعره م = ])x(‏ حيث [16]0,1. هش 
2 
ل 
إذا کان 7 = + فلدینا: 
[0] = وL‏ » 1= "بد = (x)ںc‏ 


=x+x* +x CC = (1,2,4‏ )ر 
eC = {3,5,7‏ ”×+ 5ير + =x‏ ريداى. 
وبهذاء إذا كانت (7× + 1)2()7:041 كثيرة حدود متساوية القوى فنرى أن : 
()وع جه + a,c (x)‏ + (عت)وموه = I(x)‏ 
حيث [6]0,1,. إذن » يوجد 1 - 2 من كثيرات الحدود المتساوية القوى المختلفة قياس 
× + 1 (حيث تجاهلنا كثيرة الحدود المتساوية القوى التافهة 0 = (×)1). 4 


الشفرات الخطية الدورية ۱۷۹ 
المبرهنة التالية تقدم لنا العلاقة بين كثيرات الحدود المتساوية القوى والشفرات 
الدورية : 
مبرهنة )٤, 5,١1١‏ 
تحنوي أي شفرة دورية على كثيرة حدود متساوية القوى وحيدة وتولد الشغرة. 
البرهات 
لكان ونه فة هدو مرا لالدو هن الول ج و فى أن 
”× + 1 = (×)۸(×)و حيث ۸ فردي.حينئذ» 1 = ((×) و ,()04)۸و. ونر ى استنادا إلى 
خوارزمية إقليدس (ملحق 4) وجود كثيرتي حدود (×)غ و (×)ء محققان : 
t(x)g(x) + s(x)h()‏ = 1 
وبهذا نجد أن : 
(t(x)g(x))* + t(x)s(x)h(x)g (x)‏ = (عاو(ع): 
(t(x)g(x))* + t(x)s(x)(1 + x")‏ = 
(t()g()) (mnod1 + x")‏ = 
إدث: (*)9(*)+ كثيرة حدود متساوية القوى و ("× + 1,(×)و(x)٤‏ )لع = (×)و. ص" 
مال (5 ٤,١‏ ,4) 
لإيجاد جميع الشفرات الدورية من الطول 9ء يكفي أن نجد جميع كثيرات الحدود 
المنساوية القوى ومن ثم إيجاد كثيرات الحدود المولدة المقابلة لبا. بما أن : 
Co = {O} « C, > {1,2,4,8,7,5} « Cg = )3,6(‏ 
فترى أن 1 = )رع ×+ ”×+ كير + *× + 7× + × = (ج) رع كير + × = (جد)وع 
وأن : 


I(x) = aoCo(X) + a,c, (x) + (اوعوه‎ 


۸۰ نظرية التشفير والتعمية 


الول اا ت برت اوك تنود الو لدة اللقابلة ا 





كثيرة الحدود الل كثيرة الحدود المتساوية القوى 
I(x) gx) = gcd(l(x),1 + ±)‏ 
1 1 
+x‏ قير + خير + تير + بو + 1 قير + بے + قمر + “+ ×+ × 
3عر + 1 قمر ل تبن 
++ 1+2 × ل ×+ ”+ +x‏ قبن با عر + 1 
× + تيو +1 6ير + 3 + 1 
x‏ + 1 قير + × + چ ب قير + دير ب دير لب قير ل ين 


قبع + ج ل قير + ذبن + تير + چ +× + 1 ڈیر + ر + قمر + كيو + ديو ج يو + ++ 1. 4 


فنا 


غرين 
)5,5,١5(‏ جد جميع كثيرات الحدود المتساوية القوى قياس "× + 1 وكثيرات الحدود 
المولدة المقابلة لبا لقيم « التالية : 
n=5 (Î)‏ (ب) 7=" (ج) 11 = م 


(د) 15 = n‏ (ه) 31 = 1 


ره , )٤‏ الشفرات الدورية الشوية 
Dual Cyclic Codes‏ 


إحدى الخواص المهمة للشفرات الدورية هي أن الشفرة الثنوية هي شفرة دورية 
أيضا وسنقدم طريقة ا رة دود مو دة للخفرة اة 
ستبرهن الآن أن الشفرة الثنوية للشفرة الدورية هي دورية أيضا. يعتمد هذا 
البرهان على الملاحظة التالية : إذا كان 0 = ط ٠‏ © وكائت > الإزاحة الدورية فإن : 
a,b, + °“ + a,b, = Û‏ + وطوت = ab‏ 


0 - وثامة + ol, by‏ + عد + و13 ج60 ۳+ من = ria) ۴ rl(b)‏ چ 


لنفرض الآن أن © شفرة دورية ولد الكل 17. عندئل » 
(fv, rv), ٠٠١,77 *(v)})‏ = ). 

إذا كانت +66 فنجد أن 0 = ا۰ (5')7 لكل 28-1,-..,0,1 = 6. وعليه فإن 
r (۰ r)u( = 0‏ ويكون ۲)u(‏ تخوان على © = (((ت) ٠.٠١,‏ ,)0( *,)r(v{)؛‏ 
وذلك لأن م = (ت)*ج. وما أن “اع يؤدي إلى أن !نا ()# فتنخلص إلى أن +6 دورية. 

لإيجاد مود للشفرة الثنوية نحتاج إلى إيجاد علاقة بين ضرب كثيرات الحدود 
والضرب القياسي للمتجهات. 
تمهيدية )5,5,١(‏ 

لنفرض أن )م جع ۾ » اط ج طء )"× + 0001 (1-ع) مار = b')x(‏ ج .b'‏ 
عندئذء 0 = ("× + 0d1‏ x()n)ط(x)ه‏ إذا وفق طإذا كان 0 = '5١(ه)*‏ لكل 
k= 0,1,.--,22- 1‏ 
البرهات 

لنفرض أن ("× + 01001 )0ه = (مم)ء. بملاحظة أن ("× + 01ممم “*ار = “بر 
فنجد أن معامل "± في (2)ء هو : 

أيه + “° + يطيوة + An-1Pp+1‏ لعن + ولا Gp‏ + وقابرة = Cx‏ 
الآنء إذا كات ( ره ٠٠»,‏ ريهءوه) = ٩‏ و وط , “,ر وط) = ۵ فيكون : 
(يطى »روط يوطروطأ = b'‏ ۾ 'طء .C« = r“(a)‏ 

إذنء 0 = يه لكل 1 - ۰۰,۸-,0,1 = ۸. إذا وفقط إذا كان : 
.c(x) = 0 = a(x)b(x)(mod1 + x")‏ 5 

لنغرض أن © شفرة خطية دورية من الطول « وأن (×)و كثيرة ود وا 
للشفرة 6. ححينئد ؛ (9)۸ تقسم 1 + "× ومن ثم توجد كثيرة حدود وحيدة (×)۸ نحقق 
() )م = x"‏ + 1. واستنادا إلى التمهيدية )٤,۵,١(‏ نعلم أن +ع( مو اتير 


AT‏ نظرية التشفير والتعمية 
مبرهنة ( ۵,۳ )٤,‏ 

لنفرض أن ٤‏ شفرة خطية دورية من الطول ^۸ والبعد ۸ ولنفرض أن (9)2 كثيرة 
حدود مولدة للشفرة 6. إذا كان م ؤم = عبو+ 1 فان 62 شفرة دورية من البعد 
n - ۸‏ و x" ۸)x71(‏ كثيرةٌ جدود ا 
البرهات 

ما أن بعد 6 يساوي # ودرجة (×)و تساوي ‏ - 2 فتكون درجة (×)۸ تساوي . 
وما أن ”× + 1 = (×)۸(×)و فنرى أن "(1-) + 1 = (71 )1(۸ )و وأن : 

x"g(x h(x?) = x"(1 + ع‎ 
يون الحااير‎ RE YaST 

إذن» (3-)8*+ قاسم لكثيرة الحدود "× +1 درجتها تساوي + وبهذا تكون مولدة 
للشفرة الخطية الدورية +6 ذات البعد ۸ - ١‏ التي تحتوي (”»)۸"×. 2 
مثال 3١‏ ,© , 4) 

كثيرة الحدود 23 + ع + 1 = (2)و 0 شفرة خطية دورية من الطول 7 والبعد 
4 - 7-3 - #. وبما أن ()9 قاسم لكثيرة الحدود 7× + 1 فنستطيع إيجاد كثيرة حدود 
(۸)۸ تحقق »)و = 7 + 1. ونرى بالقسمة المطولة أن *× + 2ير + بر + 1 ع (). 
إذن» كثيرة الحدود المولدة للشفرة +0 هي : 

“بر + × + × + 1 = (* × + × + نع + 1) x"‏ = (1 )م = (ع) :و 

وتقابل الكلمة 1011100 = /ا. من الواضح أن (11010000()1011100) = w‏ ۰و وأن 
0 = مير١‏ (و) r“‏ لاحظ أن g(x) 72 h(x)‏ ف هذا المثال. ظا 
مثال )٤, ۵, ٤(‏ 

كثيرة الحدود 2ج + + + 1 - ()2 تولد شفرة خطية دورية من الطول 6 وكثيرة 


الحدود (×)۸ التى تحقق 56+ + 1= (×)x(۸)و‏ هى “×+ ×+ × + 1 = (2). إذنء 


الشفرات الخطية الدورية AT‏ 


+x + 1‏ ةير + x7 ^(= x^‏ ب تحير ب x71‏ ب 1)ذير = g(x) = x*h(x71)‏ هي كثيرة حدود 

مولدة للشفرة الثنوية. لاحظ أن ()م = ()*و فى هذا المثال. , 

تمرين 

زقارق 4 عد كثيرة جدود هر لد لككرة كور للشمرة الدورية من الطول ٠‏ التي كثيرة 
00 (:9)3 هي : 


)1( × + 1 = (عد)و » 6 =1 
(ب) × + 1 = (هن)و » 6 - 11. 
(ج) × + 1 = g)x(‏ › 8= 1 
(د) قير + × + 1 = g)x(‏ : 9= 1. 
(ه) ير +ع + 1 = g)x(‏ » 15 =1 
و0 × + ×+ 6ير + “× + 1 = (2) و e‏ 15 > 11. 


(ز) 1+ ×+ ×+ قير ل +x‏ يرل 1 تج g)x(‏ » 23 - 11, 


(ح) فير + شير +دير + 1 ع g(x)‏ 2-7 711. 


(لفمن رفاس 


BCH شكرات‎ 
BCH Codes 


(8,1) الحقول المنتهية 


Finite Fields 

نقدم في هذا الفصل صنفا خاصا من الشفرات الدورية ونوظف حقول جالوا (”67)2 
لايجاد طريقة أخرى لفك تشفيرها. 

تذكر أن كثيرة الحدود (:)4 تكون اا أو عامل" لكثيرة الحدود () ۴ إذا كان 
()4()و = (#)م. من الواضح أن 1 و © قاسمان (تافهان) لأي كثيرة حدود (2)/. 
مين أ قاسم آخر قاسما غير تافه أو قاسها فعليا (Nontrivial or Proper Divisor)‏ 
لكثيرة الحدود (*) /. 

نقول إن كثيرة الحدود [«]ءاء(2)/ غير قابلة للتحليل على Irreducible ( K‏ 
)0ver ۸‏ إذا لم يكن لہا قواسم فعلية في [×]۸. وإذا وجد لبا قواسم فعلية فتكون قابلة 
للتحليل على .{(Reducible or Factorable Over K) K‏ 
مثال )۵,١,١(‏ 

من الواضح أن كلا من × و × + 1 غير قابلة للتحليل (هذه هي كثيرات الحدود 
من الدرجة الأولى على £ كما أن × + × + 1 غير قابلة للتحليل ؛ لأن د وج +1 


1A0 


۸٦‏ نظرية التشفير والتعمية 


لا تقسمانها. ولكن × قاسم لكثيرتي الحدود 2 و 2+ + × وأن × + 1 قاسم لكثيرة الحدود 
2 + 1. وبهذا نرى أن كثيرات الحدود 2 » 7× + 1 » 2+ + بد قابلة للتحليل. 4 

لاحظ أن × + 1 قاسم لكثيرة الحدود (×)۴ إذا وفقط إذا كان 0 = (۴)1 وآن × 
قاسم لكثيرة الحدود (×)ي إذا وفقط إذا كان 0 = (0)و. فمثلا × +1 قاسم لكثيرة 
الحدود × + 1= (#يم لأن 0 = 1 + 1 = (۴)1. تلفت نظر القارئ إلى أن عملية إيجاد 
قواسم غير قابلة للتحليل لكثيرة حدود ليست بالأمر البسيط ونقصر بحثنا عن هذه 
القواسم في الوقت الحالى على التجريب. 
مثال ١؟,١,ت)‏ 

إذا كانت × + 7× + × +1 = () فترى أن 0 -1 +1 +1 +1 - (۴)1 ومن 
ثم تكون وم اا لكثيرة الحدود (*)يم. وبالقسمة المطولة نجد أن 
3 (× + 1) = (۶× + 1)(× + 1) = (»)۴. أما إذا كانت 3 + + + 1 - )و فترى أن 
0 * 1 = (0)و وأن 0 1 = (1)و. وبهذا لا يوجد قواسم خطية لكثيرة الحدود ()9. 
إذن» (×)و غير قابلة للتحليل على ×؛ لأنه لو كانت كثيرة الحدود من الدرجة الثالثة 
قابلة للتحليل لكان لہا قاسم خطي. 4 
مثال )5,١,”(‏ 

إذا كانت *× + × + 1 = (×) ۴ فترى أن 0 ± (۴)0 و 0 ٭ (1)/ ومن ثم ليس لہا 
قاسم خطي. وعليه؛ إذا كانت (*)/ قابلة للتحليل فيجب أن يكون لبا قاسم من 
الدرجة الثانية. ولكن كثيرة الحدود الوحيدة غير القابلة للتحليل من الدرجة الثانية 
على ۸K‏ هي ”×+ *+ 1 - (×)و. وبقسمة (×)۴ على (×)و نحصل على باق غير 
صفري. وبهذا نرى أن 2+ + ×+ 1 اسر اا لكثيرة الحدود (#)يم. إذنء *2)/ غير 
قابلة للتحليل على ۸. 4 


1A۷ BCH شفرات‎ 


تمارين 

:× بين ما إذا كانت كثيرة الحدود غير قابلة للتحليل على‎ )8,١:5( 
۶ )( = 1 + × )أ( × + تير + 1 = )م (ب)‎ 
f(x) =1+ (د) ° × + شير‎ f(x) = 1 + x2 + ×3 + ×5 (ج)‎ 
f) (و) ”ير + ةير بير +1 ح‎ f(x) ح‎ 1+ x* + )هم كير‎ 


(8,1,5) جد جميع كثيرات الحدود غير القابلة للتحليل على ۸ من الدرجة 3 والدرجة 4. 
)8,١5(‏ جد جميع كثيرات الحدود غير القابلة للتحليل على ۸ من الدرجة 5. 

نقول إن كثيرة الحدود غير القابلة للتحليل على × من الدرجة 1 < 7 هي كثيرة 
حدود بدالية Polynomial)‏ ع«تاتنسلرط) إذا لم تكن مها لكثيرة الحدود "× +1 لكل 
1- "2 > 7. سنبين أن أى كثيرة حدود غير قابلة للتحليل من الدرجة ۸" يجب أن تكون 
قاسما لكش ة ادود +1 عندما يكون 28-31 دون 
مثال (۵,۱,۷) 

كثيرة الحدود ”× + × + 1 غير قابلة للتحليل ولا تقسم "× + 1 لكل 22-1 = 3 > :7 
وبهذا فهي بدائية. كذلك» كثيرة الحدود 3+ × +1 غير قابلة للتحليل وليست قاسما 
لكثيرة الحدود ”+1 لكل 23-1 -7 >7 وبهذا فهى بدائية. أما كثيرة الحدود 
“× + تير + #بر+ × + 1 = (×) ۶ فهي غير قابلة للتحليل (انظر التمرين ))8,١,8(‏ ولكن : 

(* × + تير + شير + ير + 2()1 + 1) = 5ير + 1 

و 1- “2 = 15 > 5. إذنء “× + × + 2ع + بير + 1 = (2) / ليست بدائية. 5" 

تذكر أن بإمكاننا تعريف الجمع والضرب لكثيرات الحدود قياس كثيرة حدود 
()8 من الدرجة .١‏ لنفرض أن [*]" هي مجموعة جميع كثيرات حدود [×]۸ التي 
درجاتها أصغر من «. وا أن كل كلمة من كلمات “× تقابل كثيرة حدود تنتمي إلى 
[] #7 فبالامكان تعريف الجمع والضرب لكلمات .K“"‏ 


A۸‏ نظرية التشفير والتعمية 


نقدم في هذا الفصل بعض خصائص الحقول المنتهية التي تساعدنا على إنشاء وفك 
تشفير بعض الشفرات. لقد سبق وعرفنا عمليتي الجمع والضرب على "× ولكن لكي 
يكون هذا النظام حقلا يجب توخي الحذر عند اختيارنا لكثيرة الحدود (×)۸. فمثلاء في 
الحقل يجب أن تتحقق خاصية الاختصار التالية : إذا كان 0 = 5ه فإن 0 = » أو 0 = ط. 
مثال )٥,۱,۸(‏ 

إذا استخدمنا عملية ضرب كثيرات الحدود قياس ** +1 لتعريف عملية ضرب 
كلمات *84 فحينئد › نر أنه 

)x + x) + × *(‏ ج (0101()0101) 
۶ ل “یږ = 


= (x* + x*)J(mod1 + <*( 


= 0 

0000 جه 
وبهذا يكون 0000 = (0101(00101). ولكن 0 + 0101 ف .K*‏ ادل ؛ K*‏ ليبس حقا؟ 
بهذا الاختيار لک ت الحدود. شر 


تكمن المشكلة الأساسية في المثال السابق في أن “× + 1 قابلة للتحليل على ۸. 
ولكي يكون *# حقلا تحت عملية الضرب البيّنة» يجب أن تكون كثيرة حدود القياس 
كثيرة حدود من الدرجة ۸ غير قابلة للتحليل. في هذه الحالة يكون هذا الحقل هو حقل 
جالوا 67027 ونترك اثبات ذلك لمقرر ف الجبر اجرد. 
مثال )۵,١,۹(‏ 

إذا استخدمنا كثيرة الحدود غير القابلة للتحليل “× + ×+ 1= (×)۸ لتعريف 
عملية الضرب في *× فنجد أن : 

)1101()0101( جه‎ )1 + x + ×3) + ×3( 
- شير دج‎ +× + ×۶ 
= x(mod1 + x + x“) 


وبهذا نرى أن × +> 0100 = (1101()0101). 1 


۱۸۹ BCH شغرات‎ 


تمارين 
)9,١,١٠١(‏ باستخدام *× + + + 1= (×)۸ لتعريف عملية الضرب في .K*‏ احسب 
حواصل الضرب التالية : 
(Î)‏ (0011(01011) (ب) (1110()1001) 
(ج) (1010()0110) (د) (0100(00010) 
(ه) (1110()0111) (و) (1111()0001). 


(2,15,99) جد حواصل صرب جميع عناصر 12 اا ×+ ع + 1 لتعريف 
عملية الضرب (أي أنشئع جدول الضرب). 
مثال )۵,١,۱۲(‏ 
في هذا المغال» نقوم بإنشاء (6۴)23 باستخدام كثيرة الحدود البدائية 
× + × + 1 = (×)۸ لتعريف عملية الضرب. لانجاز ذلك نحسب (()۸ 0200 أمد : 
x )mod h)x((‏ جه الكلمة 





100 1 

010 8 

001 1 

+1 -23 110 
مر + ۽ = شير 011 
× دج + 1 > x‏ 111 
تعر + 1 = × 101 


لحساب رم + 1) جه (110()001) لاحظ أو ل أن x = x* (mod h(x))‏ +1 


(من الجدول المقدم سابقا). وبهذا يكون : 
× دير = زمر + 221 


: = 
h(x))‏ 200 “ع + بر + 1 = 


A .)110()001( = 111 إذثء‎ 


۹۰ نظرية التشفير والتعمية 

إن استخدام كثيرة حدود بدائية لإنشاء (65)27 أفضل من استخدام كثيرة حدود 
غير قابلة للتحليل وليست بدائية ويرجع السبب في ذلك إلى سهولة إجراء العمليات 
الحسابية في حالة استخدام كثيرة الحدود البدائية» فإذا كانت “۸ © 8 تقايل كثيرة 
الحدود ((×)۸ 204) حيث (×)۸ بدائية من الدرجة ۸ فيكون ((×)۸ 7:04)أم جه أم. 
وملاحظة أن ((»)۸ dهص)"‏ × = 1 نرى أن (٭)۸ تقسم ”× +1 ولکن (×)۸ لا تقسم 
"× +1 لكل 1- "2 > 7 لكونها بدائية. إذن؛ 1 + "م لكل 27-1 > :. وبما أن 
8 = ا حيث 1 + رإذا وفقط إذا كان “م!-/م = 8 فترى أن 1 = 87. إذن : 

2 - "2 ,° ,0,1 = 1 5م48 = باقر 

وبهذا نستطيع كتابة الكلمات غير الصفرية في "۸ كقوى للعنصر 8 وبهذا تكون 

عملية الشرب ف الحقل سهلة جدا. 
نقول إن العنصر (”67)2 ع » بداني رء«نانسلءط) إذا كان ±1 ”7ه لكل 

25-1 >" > 1. أي أن © عنصر بدائي إذا وفقط إذا كانت جميع كلمات (67)27 
غير الصفرية قوى للعنصر ». 

من النقاش ا ف الفقرة السابقة تمل أن الكلمة (()! 7100)< جه م6 عنصر 
بدائى في الحقل (6۴)2 المنشأً باستخدام كثيرة الحدود البدائية ()8. 
مثال (۵,۱,۱۳) 

الجدول )8,١(‏ يبين إنشاء الحقل (67)24 باستخدام كثيرة الحدود البدائية 
*× + × + 1 = (×)۸ حيث العناصر ثمثلة كقوى للعنصر ((×)۸ 100)< جه ئ لاحظ أن 


0-1 


۱۹۱ BCH شغفرات‎ 


الحدول .)8,١(‏ إنشاء (67)24 باستخدام ^ × + × + 1 = .h)x(‏ 





قوی 6 كثيرة الحدود في × قياس (2د):/ الكلمة 
- 0000 

1= 7° 1000 
8 0100 
8 0010 
8 0001 
ٌ8 × = ير + 1 1100 
f‏ 5 = غير بعر 0110 
x* +× = × 8°‏ 0011 
=x 8‏ تبر دع +1 1101 
م قير = 2× + 1 1010 
ا تمرح تير بير 0101 
8 × = + + 1 1110 
011 1أبر = ذبنو ب + x‏ 0111 
012 ير = تير + شير + عرا+ 1 1111 
0 3 = تير + 2ع + 1 1011 
3م أي = دير + 1 1001 

يتم حساب (0110()1101) على النحو التالي : 

(0110)(1101) = 5.67 = 12 = 1 
ھ4‎ .(x +x J(1 +x +°) = دعر‎ ۰x = قاع‎ )mod h(x)) لذن‎ 


تمارين 
(8,1,15) استخدم الحدول )١,١(‏ لحساب حواصل الضرب في “× للعناصر المقدمة 
في التمرين .)8,1,١١(‏ 
١, ١١(‏ ,۵) أنشيئ الحقول التالية بأسلوب الخال (۳١,١,ه):‏ 
.GF (22) (Î)‏ 


(ب) (6۴)2 باستخدام *× + *× + 1 = .h)x(‏ 


008 نظرية التشفير والتعمية 
ل )*2( GF‏ باستخدام x^‏ + تعر + 1 = h(x)‏ 
(د) (68)25 باستخدام 25 + 7× + 1 = (2):. 
(68,5,55 إذا كانت [«]#ء()5 كثيرة حدود غير قابلة للتحليل من الدرجة : فاثبت 
وجود 1 - ”2 > 71 حيث تقبل كثيرة الحدود "× + 1 القسمة على (22)2. 
1١19‏ ١,ة)‏ جد جميع العناصر البدائية في الحقل (*67)2 (انظر الحدول .))۵,١(‏ 


(۵,۱,۱۸) أثبت أن (67)27ع'8 عنصر بدائى إذا وفقط إذا كان 1 = (1 - 960)1,27. 


(؟,8) كثيرات الحدود الأصغرية 
Minimal Polynomials‏ 


نعلم أنه إذا كان G۴)2"(‏ = هع فإن » جذر لكثيرة الحدود [«]6#(*)م إذا 
وفقط إذا كان 0 = (©)م. أي أنه إذا كانت 0 = “ميم + ... + يديه + وه = (#8)م فان 
0 = أويو + ... + ag + aa‏ = (2)6. 
مثال (١١,؟,8)‏ 


لنفرض أن *× + × + 1 = (2)م وأن م هو العنصر البدائي في الحقل (*67)2 
المنشأ باستخدام كثيرة الحدود *× + × + 1 = (×)۸ (انظر الجدول .))8,١(‏ عندئذ ؛ 
p(8) = 1 + @ + 4 = 1000 + 0001 + 0‏ 
1 = 
9 = 
ولذا فان م ليس 5 لكثيرة الحدود (2*)م. ولكن : 
+ 6) + 8“(3) + 1 - ( “6م 
g21 + 8‏ + 1 = 
3 + 8° + 1 = (لأن 1 = 85) 
0 = 0000 + 1011 + 0011 + 1000 = 
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وعليه يكون ”6 حلم لكثيرة الحدود (*)م. لاحظ أننا استخدمنا 1000 ج 1 
و 0000 ++ 0 و 1= 25م.فمثلاً. لدينا 6م = 6م .1 = 81586 = 8. أيضاء 
3 = 13م .1 = 815813 = 25 2 

لیکن (”2) 66۴ + 0. تُعرف رتبة العنصر © (» 01 )0rder‏ غير الصفري على 
أنها أصغر عدد صحيح موجب :7 يحقق 1 = ”». إذا كان 7 هو رتبة العنصر غير الصفري 
(6667)27 فنری أن 1 - ”2 > *7. وعلى وجه الخصوص يكون » عنصرا بدائيا إذا كان 
mM = 2" 1‏ 

تعر ف كثيرة حدود (7)27معج الأصغرية (» 1ه لمتسدمهرامط اaسنماM)‏ على 
أنها كثيرة الحدود في [×] ۸ ذات الدرجة الصغرى التي يكون » جدرا لبا ؛ ويرمز لبا 
بالرمز ()م2. لاحظ أنه إذا كانت رتبة © تساوي 71 (آئ: 1= (a‏ فان © جدر 
لكثيرة الحدود "× + 1. عليه» فكل عنصر من عناصر (”67)2 هو جذر لكثيرة حدود 
ما في [×]۸. 

نُساعدنا الحقائق التالية في إيجاد كثيرات الحدود الأصغرية لعناصر الحقل 
.GF(2")‏ 
مبرهنة ( ۲,۲ ,د) 

ليخن 0 #2 عم ا ف الحقل GF(2")‏ ولتكن )711 كثيرة حدود © الأصغرية. 

(أ) ()ه” غير قابلة للتحليل على ۸. 

(ب) إذا كانت [«]ءاءع(ع«) م حيث 0 = (©)/ فان (:3) ج1771 تقسم (×) /. 

(ج) (±) 71 وحيدة. 


(د) (711)3 تقسم 2-1 + 1. 


١3‏ نظر يه |اء شه و التعية 


البرهات 
(أ) لنفرض أن (٭)۸()و = («)»:. عندئذء 0 = ()۸(ہ)و = (ے)ہ" ونرى أن 
0 = )و أو 0 = .۸)a(‏ بما أن (×)ہ" أصغرية حيث 0 = (ے)ے" فنجد أن 1 = (2)و 
أو 1= (×)۸. وبهذا تكون (*):” غير قابلة للتحليل. 
(ب) باستخدام خوارزمية القسمة نجد أن : 
f(x) = makx)glx) + r(x)‏ 


حيث 0 = (7)2 أو .deg r)x( > deg mx)‏ الآن 


0 = f(a) = m,(x)g(a) + (ه)”‎ 
= 0١ g(a) +r(a) = r(a) 


وباستخدام أصغرية درجة (×)ہ" نرى أن 0 = (*)”. وبهذا نرى أن (×)ہ" 
ا 

(ج) لنفرض أن (×) كثيرة حدود أصغرية أخرى للعنصر ». عندئذ» باستخدام 
الفقرة (ب) نرى أن (٭)'٣‏ تقسم (8)ع72 وأن (×)ے"” تقسم (۸). وبهذا يكون 
٣ )(‏ = (د)ء:. وغغخلص إلى أن («)ج2: وحيدة. 

(د) لنفرض أن / عنصر بدائی في الحقل (”687)2 وأن أ8 = ». عندئذ: 

1 = 11 = ا( م = 61( = الاقم 
ونرى أن © جذر لكثيرة الفورد +1 واستادا إلى الفقرة (ب) نجد أن (×) ي" 
قاسم لكثيرة الحدود 2-1 + 1. 0 
لإيجاد كثيرة حدود ه الأصغرية حيث (27) «EGF‏ يكفي ان عد تركيبا خطيا 
للمتجهات ['ه,:٠.,1,©»,25])‏ حيث 0 = "يح + ... + * + ج + 1. إن ضمان وجود مثل 
هذا التركيب الخطي يرجع إلى أن أي مجموعة جزئية من "۸ عدد عناصرها 1 + ” يجب 
أن تكون مرتبطة خطيا. 
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عند استخدام كثيرة حدود بدائية لإنشاء (2) 6۴ يكون من الطبيعي تمثيل (×) ى" 
بكثيرة ادود (٭) ۸ حيث م = . سنوضح ذلك ٤‏ اا التالي. 
مثال (",” , ت) 
لیک (“2) 8مع83 = » حيث استخدمنا “× + + + 1 = ر(عد)م لإنشاء GF(2*)‏ 
(انظر الجدول .))8,١(‏ كثيرة حدود © الأصغرية هي : 
سبو + a,x + ag * + aa?‏ + مه = (ن<) جد = (2) 711 
ولإيجادها يتوجب علينا إيجاد القيم [0,1]٤به ٠,٠,‏ ,و©. وبملاحظة أن : 


m,la) = 0 = 1ه‎ + a, + مه + مه‎ + adı 


= af" + a, 83 + 77ي0 + ثيه‎ + 7 

نری أن: 

.0000 = a,(1000) + a, (0001) + a,(0011) + a4,(0101) + a,(1111) 

وبحل هذا النظام ليجاد به روت ,را ريت ,وت نحصل على 1 = به = مه = يه = به = ن0ه. 
وبهذا تكون 4ج + 3× + ×+ ع + 1 = (×)". جدور (:3) 771 هي : 

قوريةوكويش يات | م ممه !. 

وعليه يكون : 
تاي = max) = mo)‏ = (2) 2 حيث (32) :71 هي كثيرة حدود '8 الأصغرية. شر 

إذا أردنا إيجاد كثيرات الحدود الأصغرية لجميع عناصر (*68)2 فنحتاج إلى 
الحقائق المهمة التالية: تذكر أن ( )ر = 2(م)كر. عتدئذ : 


a) - a (2 = 3 ۵(2)‏ زم 


=0 =0 =0 


حيث استخدمنا الحقيقة 2م + 2م = (ط + ه) والحقيقة ,» = 7ه ؛ لأن [46)0,1. 
عندئذ» إذا كان 0 > (6)م فنرى أن 0 = 6((2)م = (7») ويكون 2ه جذرا آخر 


لكثيرة الحدود (2)/. وبالمثل 0 = 62((2)/) = (*»)۴ وهكذا. وبهذا نرى أنه إذا كان » 


١11‏ نظرية التشفر والتعمية 


55 لكثيرة الحدود ()۴ فان e‏ جذور لبا أيضا. وبقليل من الجهد 
يمكن إثبات : 
مبرهنة (5,؟82,7) 

إذا كانت (×) ہے" كثيرة حدود ("2) ۴ EG‏ الأصغرية فان | o e,‏ 6 
هي جميع جذور (×)»”. وعلى وجه الخصوص درجة (2)ج72 تساوي 
[aaa |‏ 
مثال ٩(‏ ,۲ ,6) 

لنفرض أن (×)ی كثيرة حدود 85 = » حيث » عنصر في الحقل ۴)24 المنشأ 
٤‏ الحدول (8,9). استنادا إلى المبرهنة (8,7,5) نجد أن (65,8619) = [ », ه, (a,‏ 





هي جميع جذور (×)و وبهذا نرى أن 2 = (()ج:)469 وذلك من المبرهنة (5 ,7 , 8). 
إذن؛ Lû 4 UX 3 dx‏ = (271)2 ودرىق أن : 
20 + 05 رج + a,‏ = 0 
(1110)يه + (2,)0110 + a,(1000)‏ = 


وخل هذا النظام نجد أن 1 ديه = يه = 2. إذن؛ 22 + × +1 = (x)وص.‏ 


وبالأسلوب نفسه نستطيع إيجاد كثيرات الحدود الأصغرية لبقية عناصر الحقل 
(6۴)2 المنشأ باستخدام *× + × + 1 = (×)۸ والجدول (8,7) يبين ذلك. 


الجدول (؟,ه). كثيرات الحدود الأصغرية لعناصر (67)24. 


كثيرات ادو د الأصغرية عناصر GF(2*)‏ 
1 0 
يج + 1 1 
p 1 + ¥ +‏ “م “م ,قر 
“چ + × + ++ ++ 1 ,8 ,8° ,83 
× + × + 1 ,1 


٥ 1 + 1 + ×“‏ داق ,٣ای‏ ,ی أ" 
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ر 

(5,؟,8) تحقق من صواب الحدول (8,7) للحقل (*6۴)2. 

(8,7,7) جد كثيرة الحدود الأصغرية لكل من عناصر (65)23 المنشأ باستخدام 
3× + × + 1 = (ه)م (انظر التمرين (2,1,15)). 

(8,7,8) جد كثيرة الحدود الأصغرية لكل من عناصر ۴)29 المنشأ باستخدام 
× + × + 1 = (×)م (انظر التمرين .))١,١,١١(‏ 

(8,7,9) جد كثيرة الحدود الأصغرية لكل من عناصر (67)25 المنشأ باستخدام 
كير + ۶× + 1 = (×)م (انظر التمرين .))8,١,١8(‏ 

(3؟,8) أثبت أن (× + "8)(× + 5م) = 7× + × + 1 (استخدم الجدول .))١,١(‏ 


(١91,؟,8)‏ أثبت أن (×)ي" كثيرة حدود بدائية إذا وفقط إذا كان » عنصرا بدائيا. 


(*,2) شفرات هامينغ الدورية 


Cyclic Hamming Codes 

رأينا سابقا أن شفرات هامينغ تتمتع بخصائص مهمة فهي شفرات تامة وتستطيع 
تصويب خطأ واحد وعملية فك التشفير سهلة. في هذا البند سنثبت وجود شفرة هامينغ 
دورية من الطول 1 - ”2 = 8 لكل 2 < ” غا يؤدي إلى سهولة التشفير لبذه الشفرات 
( كشغرات دورية). 

تتكون مصفوفة اختبار النوعية لشفرة هامينغ من الطول 1 - 27  -‏ من عدد 
2-3 صا سن الكلمات غير الصفرية من الطول م إذا كان م ختصرا افا ف 
الحقل (:68)2 فنجد من التعريف أن جميع قوى 6 مختلفة ولذلك يكون مقدورنا إنشاء 
شفرة هامينغ من الطول 1- 2 = ۸ بحيث تكون مصفوفة اختبار النوعية لبا هي 
المصفوفة : 


١ 4 4‏ نظرية التشفير والتعمية 


1 
م 
8 


42-2 
لاحظ أن درحة ٣1‏ تساوى ×١‏ (1 - ”2). لاحظ أيضا أنه إذا كانت W = wow, ٠٠» W1‏ 


كلمة مستقبلة فان 1 "8س ٠٠+‏ + 81س + 8رس = ١۴س.‏ وبهذا تكون س كلمة شمرة 
إذا وفقط إذا كانت م جذرا لكثيرة الحدود ()س. إذنء اسعنادا إلى اليرهنة (*,8,7) 
(ب) نجد أن (×)م” تقسم جميع كلمات الشفرة وهي كلمة شفرة جحد ذاتها. وبهذا 
تكون شفرة هامينغ دورية مولدة بكثيرة الحدود (),:7 ونكون قد أثبتنا المبرهنة التالية : 
مبرهنة 7,١١‏ 8) 

أي كثيرة حدود بدائية من الدرجة 7 هي كثيرة حدود مولدة لشفرة هامينغ الدورية 
من الطول 1 - ”2. i‏ 
مثال ( ۳,۲ ,۵) 

لنفرض أن 3 = .٣‏ عندئذء 7 = 1 - 23 = ۸. باستخدام 3د + × +1 = (×)م الونشاء 
G۴)2(‏ و 010 ب م كعنصر بدائي (()م ووو أ ج أم) نجد أن مصفوفة اختبار 
النوعية لشفرة هامينغ من الطول 7 هي : 


100 
1 
010 8 
001 82 
0 جه | ° 
011 04 
111 2 
101 ۴ 


وف مو ا اغ ارا ف اتا اي الدووية ااا و ا 


.p(*) = mg (x) 


١ 3 BCH شفرات‎ 


فك تشهير شهرة هامينغ الدورية أمر يسيرء فإذا كانت كثيرة الحدود الو لدة 
هي كثيرة الحدود البدائية (*).7 وكانت (*)ننا هي الكلمة المستقبلة فنرى أن 
()6 + ()ء = (×)س حيث (×)ء كلمة شفرة و (©)6 = (»)س. وبما أن وزن © يساوي 1 
فنرى أن 7» = ٠)»(‏ حيث زهو موقع الإحداثي 1 في الكلمة »٠‏ وذلك باستخدام الترقيم 
,“+ ,0,1 لمواقع إحداثيات 6. إذن؛ كثيرة حدود النطأ هي على الأرجح × = (جر)ع. 
وبهذا يكون لع + (ح)سw‏ = ()٥۔‏ 
مثال ",7١9‏ , ت) 

لنفرض أن الحقل (67)23 أنشيئئ باستخدام 5+ + ± + 1. عند ئلع 
+ × +1 = )هي كثيرة حدود مولدة لشفرة هامينغ الدورية من الطول 7. 
لنفرض أن الكلمة المستقبلة هى ؟× + × + × + 1 = ()لا. حينئذ : 


6م + 3م + 82 + 1 = w(8)‏ 
1 + 110 + 001 + 100 = 


0 = 
- 
ادن × = ()ع ويكون 26 + × + 1 = × + w)x(‏ = زعداء. 4 
غارین 


(8,,5) جد مصفوفة اختبار النوعية لشفرة هامينغ الدورية من الطول 7 باستخدام 
(6)2 المنشأ بكثيرة الحدود 2+ × +1 حيث كثيرة الحدود المولدة هي 
()”. وإذا كانت “× + ”× + × = (×)س هي الكلمة المستقبلة فجد كلمة 
الشفرة (*)6 التي تكون على الأرجح قد ارات 

(۵ ,۳ ,۵) أعد التمرين (5 ,7, 8) إذا استخدمت × + 7× + 1 = (2)م لإنشاء (23) 6۴ 


وكانت (×) ,۳۸ هی كثيرة الحدود a‏ 


0 نظرية التشفير والتعمية 
(8,",5) أعد التمرين (5 ,,8) إذا استخدمت × + 2ير + 1 = (2)م لإنشاء (68)23 
و كانت (۸) ۳ هي كثيرة الحدود ال 
9" ,©) أنشئ مصفوفة اختبار النوعية لشفرة هامينغ الدورية من الطول 15. 
(8,,4) جد كثيرة حدود مولدة لشفرة هامينغ الدورية من الطول 15 التي جذورها 
(2) 6۴ء86 ,1,8 (استخدمت *× + × + 1 لإنشائه). أنشئ مصفوفة اختبار 
النوعية لبهذه الشفرة. أثبت أن 66(*)ء إذا وفقط إذا كان (ء)اس ا 
رق رفم انيت نوين LE‏ شر تمن قر ELB‏ 
اقسا نكس ادر الى لله 
من المناسب التنويه هنا عن إمكانية استخلاص نتائج أعم نما حصلنا عليه في 
هذا البند. لتكن © شفرة دورية طولبا ۸ ولتكن (×)و كثيرة حدودها المولنة: تقرش أن 
(67)27ج» جذر لكثيرة الحدود (×)و. عندئذ» 0 = (م)ء لكل 2(66)ء. واستتادا إلى 
الممرهئة (؟,؟,2) (ب) نرى أن max)‏ تقسم (2اء. وعا أده فن الممكن دائما كتاية 
()9 كحاصل ضرب كثيرات حدود أصغرية لعناصر من (67)27 فنرى إمكانية استخدام 
ذلك لإنشاء مصفوفة اختبار النوعية وإيجاد خوارزمية لفك الشفرة 6. سنناقش الحالة 


(3) 3م 3:(171) و71 = (:2) 9 في البند (5 ,8). 


(8,4) شفرات 8011 
BCH Codes‏ 
شمرات بوسيه وتشودري وهو كنهام (Bose-Chaudhuri-Hocquengham)‏ أو 
اختصارا شفرات 8011 هى صنف مهم من الشفرات التى تصوب عديدا من الأخطاء. 


دراسة شغرات 8C1‏ العامة إلى وقت لاحق. 


۲۹۰١ BCH شغرات‎ 

هناك سببان يجعلان شفرات 8011 في غاية الأهمية» أولہما وجود خوارزمية 
سهلة سا لفاك ي ها والسبب الآخر هو الانتشار الواسع لبذه الشفرات. في واقع 
الأمر» لكل عددين صحيحين موجبين ۲ وغ حيث 1- 21 > + توجد شفرة 8011 
من الطول 1 - ”2 = ۸ والبعد ٣٤‏ - ۸ < » التى تصوّب أخطاء من النوع غ. 

شفرة 8011 من الطول 1 - ”2 التي تصوب خطأين هي الشفرة الخطية الدورية 
الولدة بكثيرة الحدود (2):م300(7 = (×)و حيث # عنصر بدائي في الحقل 
EEO‏ جحي لالط أن نم ع عدون مولكة لخقر TOVE‏ تدع 
و (×)9 تقسم "± + 1 (انظر المبرهنة ( ۲ ١,‏ ,2) (ج)). 
مثال )8,5,١(‏ 

لنفرض أن G۴)2*(‏ هو الحقل المنشأ باستخدام *× + × + 1 = (×)م (انظر الجدول 
.))827١(‏ 


حينئذ » 8 عنصر بدائى و 4ج + ع + 1= (2) ب و *× + × + 7× + يو+ 1 = (x)وn.‏ 


أده 

"× + ”ير + قير + x*‏ + 1 = (<د) ج2(71) g(x) = m,‏ 
هى كثيرة حدود مولدة لشفرة 8011 من الطول 15 التى تصوب خطأين. A‏ 
تمارين 


(؟,8,5) شفرات 8011 التى تصوب خطأين معرفة عندما يكون 4 < ”. ما هي الشفرة 
التي تولدها ()ج:(2): = (0)و في الحالة 3 = . 

(,8,4) ليكن ۴ عنصرا بدائيا في الحقل 0٨)29‏ المنشأ باستخدام كثيرة الحدود غير 
القابلة للتحليل “× + × + 1 = (*)م. جد كثيرة حدود ده ()9 لشفرة 
201 من الطول 15 التي شرب كدان د و 


(6۴)2. أي جد (*)::0(7):: = (×)و (انظر التمرين (8 ١,١‏ ,8)). 


لوالا نظرية التشفير والتعمية 
٤, ٤(‏ ,9) استخدم كثيرة الحدود غير القابلة للتحليل 5< + ”× + 1 لإنشاء (61)25 ثم 
جد كثيرة حدود بلك لشفرة 8011 من الطول 31 التي تصوب خطأين 
(انظر التمرين .))١,١,١۱١(‏ 
تمهيدية (5 ٤,‏ ,6) 
المصفوفة التالية 41 هي مصفوفة اختبار النوعية لشفرة 8011 من الطول 1 - ”2 
التي تصوب خطأين حيث 8 عنصر بدائي في الحقل (67)27 و ()و"(×),n"‏ = )9 
كن اود الوادة 


6° 6° 
6 8ٌ 
6ٌ“ 6° 
H=Î : : 
8 اكير‎ 


2- 3م 2م 

البرهات 

ما أن (6:667)27 فهي تمثل كلمة طولها ” ونرى أن ٨‏ مصفوفة من الدرجة 
(27)» (2 - :2). وا أن ))x(ڊdeg(m‏ = deg(m,(x)) = r‏ فت د أن درجة 
g(x) = 2 )<:(171 )(‏ تساوي 7. وبهذا يكون ا الشفرة هو 2۳ -1 - "2 = 2٣‏ - م 
سفرك إثبات أن درحة داو تساوض » لمرن 4,51 ,رقع 0 

على سبيل المثال؛ إذا استخدمنا الحقل ۴)2 المنشأ في الجدول )8,١(‏ باستخدام 
كثيرة الحدود البدائية “× + × + 1 = (ب)م لإنشاء شفرة 8011 لتصويب خطأين و٥‏ نجد 
أن و6 هي الشفرة الخطية التى لبا مصفوفة اختبار النوعية ٨1‏ من الدرجة 8 × 15 
وكثيرة الحدود المولدة () ب( )رن (انظر الجدول (,8)). 


BCH شفرات‎ 


الجدول (",8). مصفوفة اختبار النوعية للشفرة و). 


1000 1000 
0001 0100 1 1 
R8 0010 0011‏ م 
٠ 8° 0001 0101‏ 
1111 1100 9 8 
12م *8 
1000 0110 8° 
0001 0011 ذم كم 
H‏ = 600111 1101 865 ”قم 
0101 1010 “7 3م 
ظ مر مم 
gı 1 0101 1111‏ 
1000 1110 
g11 /‏ 
0001 0111 8° 2م 
0011 1111 8 قم 
gı 8" 1011 0101‏ 

1001 1111 


)۵, ٤,١ ( مبرهنة‎ 

لكل عدد صحيح 4 < ۲ توجد شفرة 8011 من الطول 1- ”2 = ۸ والبعد 
1- 27 - 2 = 4 التي تصوّب خطأين ومسافتها تساوي 5 وكثيرة حدودها المولدة هي 
Mm, (xm (x)‏ 
البرهات 

إثبات أن المسافة تساوي 5 نحصل عليه من كون الشفرة تصوب خطأين ومن ثم 
فان مسافتها على الأقل 5. ومن تعريف مصفوفة اختبار النوعية نرى أن 1- ”2 = ۸. 
وبملاحظة أن درجة كل من (*):72 و (×)و" تساوى ” نجد أن درجة (*)و تساوى 
27 دع - ۸ وبهذا يكون 1 - 2۲ - "2 = ). 5 
تمارين 
(8,5,7) أثبت أن أعمدة مصفوفة اختبار النوعية للشفرة و6 المبينة في الجدول (,8) 

مُستقلة خطيا ومن ثم بعد © هو 7 = ). 


1 8 ۲ نظرية التششه وال 8 


(,8,5) استخدم مصفوفة اختبار النوعية لإثبات أن مسافة 65 هى 5 = 4. 
٤, ۹(‏ ,۵) إذا كان م تیا بدائا 5 الحقل ( ۴)27 حيث 2 < ٣‏ فأثیت أن : 
=F‏ [1->: > 8:0{ وأن 
=r‏ |[1-م > (G)*:0 <i‏ 
واستنتح أن درجة كل من (×) ,۳ و (×)و” تساوي ۲. 
)١,٤,٠١(‏ بين ما إذا كانت الكلمات التالية من الطول 15 هي كلمات تنتمي إلى 
الشفرةٌ و حيث 28 + ”× + تير + ثير + 1 = (z)ي.‏ 
)أ( 011001011000010 (ب) 000111010000110 


(ج) 011100000010001 (د) 111111111111111. 


(ه,8) فك تشفير شفرة 5015 التي تصوّب خطأين 
Decoding 2 Error-Correcting BCH Code‏ 

نقدم خوارزمية لفك تشفير 8011 التي تصوّب خطأين المقدمة في البند السابق. 

في هذا البند نطابق الكلمة الثنائية من الطول ‏ مع قوة 6 المقابلة لها. مصفوفة 
اختبار النوعية لشفرة 8011 التي تصوب خطأين من النوع (1,5- 2٣‏ -1,25- ”2) 
والتي كثيرة حدودها المولدة () :2,007 = (2)و هي المصفوفة # المقدمة في التمهيدية 
(2,5,2). 

لنفرض أن س هي الكلمة المستقبلة وأن (*«)س ب س. عندئذ» تناذر بلا هو : 

wH = [w(8), w(8°)] = [s1,83] 

حيث 5 و 5 كلمتان طول كل منهما يساوى ”. 

إذا لم يحدث خطأ في الإرسال فنرى أن التناذر 0 = ١۸س‏ ويكون 0 = ود = ,5. 
إذا وقع خطأ واحد فقط أثناء عملية الإرسال فإن كثيرة حدود الخطأ هي × = (8)ء 


ونرى أن [ود.ك] = [*8 ,أق] = eH = [e(8),e(83)]‏ = لز 


0 BCH شغرات‎ 


وبهذا يكون وى = 3ك5. أما إذا وقع خطان أثناء عملية الإرسال في الموقعين ¡ و ز 
حيث زرغ : فنجد أن × + أ× = (2)ء وأن [يدوىئ] = [(83)ء,(8)ه] = .wH = eH‏ 

وبهذا نرى أن تناذر ۲1س هو [/82 + 631 ,لم + '8] = [ودىركى] = WH‏ 
ونحصل على نظام المعادلات : 

sı‏ = 1 + أقم 

وى = 63 + 83 
ولكن لدينا التحليل : 

ا ا ا ا 


ا 


لتم + م = 81(3 + 8) = رو 
إذنء 
[3م + 831 = رو 
EES‏ رورم تك 
)"8 + 52) و = 
وبهذا نرى أن: 
أخام = +s‏ - 
ولكن 6 و أ8 جذرا المعادلة التربيعية : 
0 = لكام + (x‏ 8 + أ8) + قير 
ومن ثم فهما جدرا المعادلة : 
0 = )5۶+ 8 + قير 
وعليه نستطيع إيجاد موقعي الخطأين بإيجاد جذري المعادلة. كثيرة الحدود في 
الطرف الأيسر للمعادلة تُسمى كثيرة حدود تعيين القطأ «(Error Locator Polynomial)‏ 


۲۰٦‏ نظرية التشفير والتعمية 
مثال )٥,٥,۱(‏ 
لف رض أن س ك س كلعة س قلة بتساذر (8)سw‏ = 0111 = يع 
و (* 8س = 1010 = وى حيث تم تشهعير W‏ باستخدام 5و6. باستخدام الحدول (١,ش6)‏ 
کد إن م چ روو ق فک وی ند تد 
+ 88-11 = + 
7 + 12م - 
2 - 
وعليه نجد أن جذري كثيرة الحدود 82 + 11م + 2ب هما “6 و 613. وبهذا 
نستطيع تحديد موقعي الخطأ فيكونا الموقعين 4 و 13 (أي أن × + × = .)٠)×(‏ إذنء 
نمط الخطأ الأرجح هو : 
000010000000010. 4 
تمارين 
(۵,۵,۲) أثبت أن “م و 6 هما بالفعل جذرا كثيرة الحدود 0 = 62 + رم + 2ب 
بين أيضا أن مجموع الصفين 4 و 13 من المصفوفة # الميينة في الجدول (8,7) 


هو [ج1,5؟]. 
(,8,8) جد جذور كثيرات الحدود التالية في الحقل ۴)2 إن أمكن ذلك (استخده 
الحدول :))8,١(‏ 
(Î)‏ 13م + مركم + x2‏ (ت) 2م + × ”8 + x2‏ 
(ج) 85 + 8 + قير (د) 6م + 2× 
(ھ) 2م + 2× (و) 8م + ×+ 2× 


نقدم الآن خوارزمية لطريقة الاحتمالية القصوى غير التامة 131.9 لفك تشفير 
شفرات 86011 التى تصوب خطأين. لنفرض أن س كلمة مستقبلة. الخوارزمية تتوقف في 
اللحظة التى يتم بها تحديد نمط الخطأ. 


۹¥ BCH شفرات‎ 


خوارزمية )٠,١, ٤(‏ [فك تشفير شفرة 8٥۸‏ التي تصوّب خطأين ] 

کی ان ادود اا هي (0) و" () 11. 

.wH = احسب التناذر [(8(,w)8°)س] = [ودررى]‎ )١( 

00( إذا كان 0 = وى = ,5 فنستنتج عدم وقوع أخطاء ونخلص إلى أن w۷‏ = ے ھی 
كلمة الشفرة المرسلة. 

(۳) إذا كان 0 = ,ك و 0 ع وك فتطلب إعادة الإرسال. 

(5) إذا كان وى = 53 فيتم تصويب خطأ واحد فقط في الموقع أاحيث أ = ,5. 

(6) كون المعادلة التربيعية 0 = 52+ 1 + sx‏ + شير (>+) 

(5) إذا كان للمعادلة (*) جذرين مختلفين أ6 و أ8 فنصوب خطئين في الموقعين 1 و ر. 

(۷) إذا لم يكن للمعادلة (*) جذرين مختلفين في الحقل (67)27 فنخلص إلى 
وقوع ثلاثة أخطاء على الأقل أثناء الارسال ونطلب إعادة الإرسال. 

جميع الأمثلة والتمارين التي سنناقشها تستخدم الشفرة ء٥‏ حيث مصفوفة 
اختبار النوعية مبينة في الجدول (",8) وكثيرة حدودها المولدة (»)و هي المقدمة في 
المنال ١(‏ ,5 , 8). 
مثال (ث ,ث ,ه) 

لنفرض أن س كلمة مستقبلة وأن التناذر هو : 

.wH = 01111010 جه‎ ]811,865[ 

عندئذ» وى ع 8م عع 3م = م = 8613(3) = ری 

في هذه الحالة تكون المعادلة (+*) هي 0 = 82 + 11م + × وهي المعادلة المبينة في 
المثال .)١,١,١(‏ لبذه المعادلة جذران مختلفان هما *8 و *"6. إذنء نستطيع تصويب 
خطأين في الموقعين 4 = : و 13 = زر. أي أن نمط الخطأ الأرجح هو: 


0 = ا وأن 13بر + *× = (مت)ء هى كثيرة حدود الخطأ. 4 


ون نظرية التشفير والتعمية 
مثال (١",ث‏ ,ه) 
لنفرض أن التتاذر عو [7#ق,ةق] = [(8(,»)82ق)س] = زا عندقذل: 
ود = ”8 = ”(*8) = 57. إذن» نستنتح وقوع خطأ واحد على الأرجح في الموقع 3 = .i‏ 
ويكون نط الخطأ الأرجح 000010000000000 = « و × = ٠)×(‏ هي كثيرة حدود 
الخطأ. 4 
مثال (ل/ارت ,ه) 
لنفرض أن 110111101011000 = س كلمة مستقبلة. عندئذء التناذر هو : 
[.5 ,:؟] = [85 ,811] ج 01110110 = .wH‏ 
الأنع 5م ع وو عع 83 = 333 = 811(3) = ء. لايجاد المعادلة التربيعية (*) يلزمنا 
ا 
۶ + 858-11 = و 
+f‏ 8° = 
1 + 0101 + 
0 = 
0 هه 
ولرى أن المعادلة (*) في هذه الحالة هي 0 = 8° + 8611 + 22. وبتجريب عناصر 
(6۴)25 لااد الجذور الممتملة نجد أن 87 = × قق : 
8° + 3م + 14م = 6° + 1187م + )67( 
0 + 0001 + 1001 جه 
0000 = 
وبملاحظة أن 85 = 1 = 8781 نجد أن 65 = أ8 هو الجذر الآخر. إذن؛ يكن تصويب 
خطأين في الموقعين 7 -: و 8= ز ويكون نمط الخطأ هو 000000011000000 = ا 


ونخلص إلى أن 110111110011000 = u»‏ + س = س هى الكلمة المرسلة. A‏ 


شغفرات BCH‏ ۹ 
مثال (۸ ,۵ ,۵) 
لنفرض أنه أثناء عملية إرسال كلمة من كلمات الشفرة ء٥‏ قد وقعت أخطاء في 
المواقع 2 و 6 و 12. عندئذ» يكون التناذر ۷# هو مجموع الصفوف 2 . 6 » 12 من 
المصفوفة 1 حيث ۷ هي الكلمة المستقيلة. تئل 
wH = 00100011 + 00110001 ++ 71‏ 
آ55 ]s,,‏ = [819,83] جه 11100001 = 
الآن» وى = 3م ع 1 = 30م = 81(3) = 57. وعليه فإن : 
5م + 5م = 87° + °8° = + 
4 ج> 1100 = 0110 + 1010 بب 
ومن ثم فالمعادلة التربيعية هي 0 = 4م + ×8 + .x*‏ 
وبتجريب جميع عناصر (*68)24 نخلص إلى عدم وجود جذور لبذه المعادلة في الحقل 
(*67)2. إذن» تستنتج طريقة 1۷15 لفك تشفير 6:5 إلى وقوع ثلاثة أخطاء على الأقل 
أثناء الإرسال ومن ثم نطلب إعادة الإرسال. 4 
تمارين 
(8,8,9) تم تشفير رسائل باستخدام ء.٥.‏ إذا كانت س هي الكلمة المستقبلة وكان 1٣س‏ 
تناذرها فحدّد مواقع الأخطاء التي حدثت أثناء الارسال (إن أمكنك ذلك). 


() 0101 0100 (ب) 11101000 
لح 1101 1100 )د( 0000 0100 
(ه) 0100 0000 )و( 0100 1010 
(j)‏ 1101 0011 (ح) 0000 0000. 


)8,8,٠(‏ الشفرة هى ج,6. فك تشفير كل من الكلمات المستقبلة س التالية إن أمكن ذلك. 


00001 00001 00001 (ب)‎ 11000 00000 00000 (Î) 


5b 
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(ج) 00000 10101 01000 
(ه) 00000 11001 11001 
(ز) 00000 00000 10111 
(ط) 00000 01000 01000 
(ك) 01100 10111 11011 


ر( 0 10110 11100 


(د) 11000 11001 11001 
)و( 00001 00000 11100 
(ح) 10001 00101 10101 
(ي) 11000 10010 01010 
(ل) 01000 00000 10111 


(ن) 00110 10100 00011. 


(تفهن (ساوں 


شفرات ريد وسولومن 
Reed-Solomon Codes‏ 


(5,9) شفرات على (27) G۴‏ 
Codes Over GF(2" )‏ 
شفرات ريد وسولومن هى بلا شك أكثر الشفرات استخداما في التطبيقات العملية ؛ 


فهي التي تستخدم حاليا من قبل وكالة الفضاء الأمريكية (88584) ووكالة الفضاء 
الأوروبية. كما أن الشفرات التى يتم اختيارها لاستخدامها على الأقراص الممغنطة 
تنتمي إلى عائلة شفرات ريد وسولومن. 

درسنا في البند السابق بالتفصيل شفرات 8011 الثنائية التي تصوب خطأين. في 
الحقيقة شفرات ريد وسولومن هي شفرات 8011 ولكنها ليست ثنائية. قد يبدو هذا 
غريبا للوهلة الأولى حيث عمليات الإرسال تتم عبر قنوات اتصال ثنائية. سين في 
وقت لاحق أن لبذه الشغرات تشاد ثنائيا. 

لنفرض أن :د](”67)2 هي مجموعة جميع كثيرات الحدود التي معاملاتها تنتمي 
إلى الحقل .6٨)27(‏ لاحظ أن هذه المجموعة تحتوي مجموعة كثيرات الحدود ذات 
المعامالات الثنائية [*]1 حيث [0,1] = (6۴)2 = #. إذا كانت 0 شفرة خطية على 


0 نظرية التشفير والتعمية 
(27) 6۴ من الطول ۸ وكانت c٤٤‏ فسوف نطابق c‏ مع كثيرة حدود [×]( ۴)27 c)x(66G‏ 
حيث ۸ > ((30)ء)069. 

لقد سبق وعرفنا الشفرات الدورية من الطول "۸ بدلالة جذور كثيرات الحدود 
المقابلة. على سبيل المثال» عرفنا شفرة 8011 من الطول 25-1 = "» التي تصوب 
خطأين على النحو التالي: +60(*)ء إذا وفقط إذا كانت *81,82,83,8 هي جميع 
جذور كثيرة الحدود (*)ء حيث [2]“ا(*)© و 7 > (()0469)6 و م عنصر بدائي في 
الحقل ("6۴)2. وفي هذه الحالة تكون (7:)(720 = ()م,و هي كثيرة الحدود المولدة 
لبذه الشفرة الدورية وتكون ,66(*)ء إذا وفقط إذا كان (×)»و(×)ه = .٥)×(‏ 

من الممكن تعميم هذه الشفرة إلى شفرة على الحقل ("6۴)2 بأخذ 
c)x(eGF )2*”(][‏ عو ضا عن [*]!»(*)ء. وبهذا يكون 66(*)ء إذا وفقط إذا كانت 
( 8 ,6,6,8 هي جميع جذور So)‏ لع “وعدي خم مقوو ع EF‏ 
هي كثيرات حدود تنتمي إلى [×](6۴)27 نرى أن 66(*)ء إذا وفقط إذا كانت كثيرة 
الحدود (84 + )(*8 + <)(82 + )(6 + <) = (×)و تقسم كثيرة الحدود (#)ء. 

الشفرة الثنائية 6 المعرفة في الفقرة الثانية من هذه الصفحة هي شفرة 8011 وأما 
الشفرة 6 على الحقل (6۴)27 فهي إحدى شفرات ريد وسولومن. لاحظ أن ,6 شفرة 
جزئية من 6. بصورة عامة؛ الشفرة م6 هي شفرة على حقل جزئي وشفرة جزئية 
)Subfield Subcode)‏ من 6 ؛ لأن 6 > »€ وجميع إحداثيات كلمات الشفرة 6 تنتمي إلى 
الحقل الجزئي FE ak‏ الم م#ادية. 

كل من الشفرتين بت ى © دورية؟ لأنه إذا كانت (٥١‏ فتجد أن 
»c)x( = xc)((mod1 + x" eC‏ وذلك باستخدام RoE NS‏ حدر 


لکل من "× +1 و ٤ .×x٥)±(‏ الحقيقة: ليس بالأمر الصعب إتبات أله إذا كانت (×) و 


شفرات ريد وسولومن 1 


كثيرة حدود درلدة لشفرة خطية دورية من الطول 1 - ”2 على الحقل (”67)2 فنرى أن 
غيرة اطدون زعابرة المولدة للشفرة الجزئية الثنائية التي هي شفرة على الحقل الجزئي› 
هي كثيرة الحدود التي مجموع جذورها هي أصغر مجموعة ۸ تحقق : 

.e@R جح 0 = (ه)و (ب) «ع2ه ج‎ aeR (Î) 

ما سبق حصل على المبرهنة التالية : 
مبرهنة )",١,١(‏ 

إذا كانت يه, ٠.»‏ ,يه ريه عناصر غير صغرية مختلفة في الحقل (6۴)27 فإن 
(د ۴ ب( + وا( + يه) = ماو تولد شفرة خطية دوربة من الطول 2-1 
على الحقل ('617)2. 
مثال ١؟,١,5")‏ 

لنفرض أن (*68)24 = ۴ الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود *× + × + 1 (انظر 
الجدول .))8,١(‏ عندئذ» 2× + ×ةم + 83 = (× + 7()82 + 8) = (»)و تولد شفرة 
خطية دورية ٤‏ من الطول 15 على الحقل ۴. كلمة الشفرة المقابلة لكثيرة الحدود ()3 هي 
0 اأابض ا 0 >+ بر + × + 1 = )مو تولد 
الشفرة الدورية الثنائية التي هي شفرة على الحقل الجزئي وشفرة جزئية من الشفرة 6. 
ولاثبات ذلك نجد مجموعة جذور ۸ فنرى أن 86,8268 (استنادا إلى (1)): واستنادا إلى 
الفقرة (ب) نرى أن ۸ء6 = 82(2) وأن 8"۸ = 84(2). إذن» (85 ,84 ,48,862 = ۸ وبهذا 
تكون (×)و(× + 857)( + 84) = .g»)×(‏ 2 

نقدم فيما يلي بعض الخصائص الأساسية للشفرات الدورية على الحقل ("6۴)2. 
مبرهنة )5,١,7(‏ 

لتكن © شفرة خطية دورية من الطول ۸ على الحقل (”67)2. عندئذ» يمكن كتابة 
أي كلمة شفرة (×)ء بطريقة وحيدة كحاصل ضرب (72)*(9)2 حيث [×]("2) 7:)(6617 


١ ١ :‏ نظرية اة 1 وال 1 


درجتها أصغر من (()و)وءه -3. أيضاء (2)و تقسم (0)/ إذا وفقط إذا كانت ()/ 
كلمة شفرة و ()9 تقسم "× + 1. 
نتيحة )",١,5(‏ 

لتكن (:)9 كثيرة حدود درجتها ۸ .٠-‏ إذا ولدت (×)و شفرة خطية دورية 6 
على الحقل (657)27 من الطول 1 - ”2 = ۸ والبعد ۸ فإن : 


g(x) 
او |د ج‎ 
معام‎ ( 
.)2"(“ وعدد كلمات الشفرة © يساوي‎ ٤ مصعوفة و للشفرة‎ 


نحصل على 2 = |6/ من المبرهنة )5,١,1(‏ ؛ وذلك لأن جميع كثيرات الحدود 
[:](”2) 7100667 التى درجة كل منها أصغر من ۸ تقابل كلمات شفرة مختلفة (#) 71)2:(9. 
ولكن عدد كثيرات الحدود ():7 يساور 2۴ ؛ أن كلا من معاملات (7:)2 وعددها ) 
هو أحد عناصر الحقل والتي عددها ”2. 
مال )6,١,8(‏ 

لنفرض أن (6۴)27 الحقل المنشأ باستخدام × + × +1 وأن العنصر البدائي 
المستخدم هو 8. ولنفرض أن 7× + ×“ + 83 = (× + 7)87 + 8) = ()ىو. حينئذ: 
()9 تولد شفرة خطية دورية 6 على الحقل (68)27 من الطول 7. مصفوفة مولدة 
للشفرة 6 هي : 


0 0 0 0 1 *م 3م 
f3 B* 1 0 0 0‏ 0 
0 0 1 “8 3م 0 10ح ىم 
0 1 “م 3م 0 0 0 
f3 * 1‏ 0 0 0 0 


شفرات ريد وسولومن 110 
عدد كلمات الشفرة 6 يساوي 8. وكلمة الشفرة المقابلة لكثيرة الحدود 
4ر3 + ×8 + 1 = ()12 هي 12 = ۸ . فمثلا : 
.m(x)g(x) + mG - 13‏ 4 
تمارين 
(5,1,5) ليكن (67)23 الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود × + × + 1. ولنفرض أن 
( + 8)(× + 1) = (»)و تولد الشفرة © من الطول 7 على الحقل (67)23. 
(آ) ما هو عدد كلمات الشفرة © ؟ 
(ب) استخدم النتيجة )5,١,5(‏ لإنشاء مصفوفة مولن 6ل r‏ 
(ج) استخدم 6 لتشفير كل من الرسائل التالية : 
(i)‏ #«6م + 1 = .m(x)‏ 
.m(x) = f*x* (ii)‏ 
0 2ج ج اير + 1 = mlx)‏ 
(د) جد كثيرة حدود مولدة (2)جم للشفرة الدورية الثنائية التى هي شفرة على 
حقل جزئي وشمرة جزئية. 
(5,9,0) ليكن (*68)2 الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود *× + ×+ 1. ولتكن 
( + 84) 0 + 083( + 8)(× + 8) = (»)و كثيرة الحدود المولدة للشفرة 
ا لخطية الدورية ٤‏ على الحقل المنشأ (*2) G۶‏ من الطول 15. 
(أ) ما هو عدد كلمات الشفرة 6 ؟ 
(ب) استخدم النتيجة )5,١,4(‏ لإنشاء مصفوفة مولدة 6 للشفرة 6. 
(ج) استخدم 6 لتشفير كل من الرسائل التالية : 
00 19جج”م + 1 = mlx)‏ 


M(x) = 8*x + 2ع‎ (ii) 


511 نظرية التشفر والتعمية 


mx) = 1+x+x* iii 


(د) جد كثيرة الحدود (×)برو المولدة للشغرة الدورية الثنائية التى هى شفرة على 
حقل جزئي وشفرة جزئية. جد (7202 التي نحقق (<) 7:)2(9 = (×)»و. 


(؟,5) شفرات ريد وسولومن 


Reed-Solomon Codes 
67)27( مولدات للشغرة الخطية الدورية على الحقل‎ )٠,١( وجدنا ف البند‎ 
ولكننا لم نتطرق إلى كفاءة هذه الشفرات لتصويب الأخطاء والتى ندرسها في هذا‎ 
البند. كما أننا سنعرف شفرات ريد وسولومن وننوه أن معظم النتائج التى نحصل عليها‎ 
لبذه الشفرات يمكن استخدامها مباشرة لشفرات 8055 ؛ لأن الأخيرة هي شفرة على‎ 
: حقل جزئي وشفرة جزئية. نبدأ بالتمهيدية التالية‎ 
)5,7,1( تمهيدية‎ 


لنفرض أن به »,٠“,‏ .نه عناصر غير صفرية في الحقل (67)27. عندئذ ؛ 


1= ر ' 
6 * #61 @ 1 
3 كيم ... دن a,‏ 1 
Gj)‏ + نه) | 2 2 2 إععل 
1s jtist‏ 1 ا" 
a af? /‏ عه 1 


البرهات 

إذا وجد عنصران ره = :» حيث [+ i‏ فتحتوي المصفوفة على صفين متساويين 
وتكون قيمة المحدد تساوي غا إذن» لكل 1 < رز < ؛ < غ يكون (ره + ,ه) اليا 
لقيمة المحدد وبهذا نرى أن (نه + [lsjeisr(t;‏ يقسم قيمة المحدد. 
ولكون كل من طرف المعادلة هو كثيرة حدود في ؛»,٠٠٠,»‏ ولبما الدرجة نفسها نجد 
أنهما يختلفان بقاسم مشترك واحد على الأكثر. هذا القاسم المشترك هو 1 حيث نرى 
ذلك بمقارنة معاملات + ه ,11 في الطرفين. 8 


شفرات ريد وسولومن TY‏ 


مغال (؟,؟,5") 


باستخدام التمهيدية )5,7,١(‏ والحقل (6۴)27 المنشأ باستخدام كثيرة الحدود 
“ير + × + 1 (انظر الحدول ))8,١(‏ نجد أن : 
"8 8 1 
0114 67 | 


1 0 0 


)87 + 39قم) (2م + 10م)(2م + 87) = 





64.86 . 12م = 
77 - 4 
رین 
(5,7,5) استخدم التمهيدية (5,7,1) لإيجاد قيمة المحدد الْبيّن بافتراض أن 8 عنصر 
بدائي في الحقل (6۴)2 المنشأ باستخدام كثيرة الحدود “× + × + 1 (انظر 


A(@; ۱ ) الحدول‎ 

8 ٌ8 1 
)غ0( ظ 08 كم : .det‏ 

1 8 3“ 

م م 

ظ 8 8° 8 1 
بي 1 فم كم 1 +06 . 

"ل كر كت 1 

3 1 
(ج) و | det‏ 


المبرهنة التالية هي المبرهنة الرئيسة لشفرات 8011 العامة ومع أن الصيغة المقدمة 
ليست الصيغة العامة إلا أنها تفي بالغرض عند تطبيقها على شفرات ريد وسولومن. 
ميرهنة (5,؟,") 
لتكن (× + 6-1+”م) ... (مر + 7+2م) (بر + 87+1) = ()و كثيرة الحدود المولدة 
للشفرة الخطية الدورية © على الحقل (67)27 من الطول 1 - "2 = ۸ حيث م عنصر 


بدائى فی الحقل (”2) 6۴ وحيث 71 عدد صحيح موجب. حينئذ » 8 < ())0. 


۹۸ نظرية التشفير والتعمية 


البرهات 
يما أن 74م جذر لكثيرة الحدود (*)9 لكل 6-1 > :1 > 1 نرى أن أعمدة 
المصفوفة : 


1 1 0 1 


g™+1 gm+2 5 gm+8-1 
H =| (gj (gm) ... (m-2 
سی وکین د‎ 
تولد *6. لاحظ أن أي تركيب خطي لأي 1-ة من صفوف هذه المصفوفة‎ 
ا فكو أنركون ا حف عقو السقق م لك اهاد ا ده مع ل عدف‎ 
: عدد صفوفها 1 - 8. على سبيل المثال‎ 


gi... (G+) 
55 00 ر" دا‎ 


لها وتجنجو) مه (G™*+1)1s-ı‏ 


1 1E )81176--2 
- Glm+D(dıt1++ig-1) 1 2م‎ )812(5-2 


1 7185-1 ) 815-18-2 


(Bix ۳ 6»)‏ 8 لق 1111 1111م 5 


2128-1 نوك 1 
وقيمة هذا المحدد لا تساوي صفرا؛ لأن رتبة م تساوي 1 - ”2 = 8 وأن 
IEE EA aul‏ 
وبهذا نرى عدم وجود تركيب خطی من صفوف عددها أصغر من أو يساوي 1 - 6 قيمته 
تساوى صفرا. ومن ذلك نجد استنادا إلى المبرهنة )7,8,١(‏ أن 6 < (ء)4. وبملاحظة أن 
أغمدة 8 مشكلة خظيا خلس إل أن # مصفوفة اعهار النوعية للققرة + 5 


شال ا ود وس ره ۲۱۹ 
ملحو ظة 

تبقى المبرهنة صحيحة لأي شفرة ثنائية خطية دورية من الطول 1 - ”2 بحيث 
ون ةاور مسر ومين المت جاور کي جلو ددا دة بی عد اا ات 
الثنائية» شفرات 8011 البدائية (وع00 1832011 iveاmiأP)‏ وتسمى 5 المسافة المعتمدة 
)Designed Distance)‏ لبذه الشمرة. وملا حظة أن هذه الشمرات هي شفرات ثنائية على 
حقول جزئية وشفرات جزئية © © ,0 من شفرات ريد وسولومن © فترى أن 8 < (,4)6 
محققة أيضا لبذه الشفرات. 

تعرف شفرة ريد وسولومن الثنائية (85)2”,8 على أنها الشفرة الخطية الدورية 
على الحقل (617)27 حيث كثيرة حدودها ا هي : 

١ "1‏ م + )2 4 11ي) = داق 

وحيث 71 عدد صحيح و 8 عنصر بدائي ف الحقل (”67)2. على سبيل المثال : 
الشفرة المنشأة في المثال )"5,١,8(‏ هي الشفرة (۸5)8,3 والشفرة المنشأة في المثال )١, ١,۷(‏ 
هي الشفرة (85)16,5. 
مبرهنة (۵ ,۲ , ") 

إذا كانت 6 هي الشفرة (8 ,۸5)27 فإن : 

.۸ = 25-1 )( 

ب م - 'ن K>‏ 

(ج) 8 - 0. 

(د) 2۴ = || 
البرهان 

الفقرة (أ) نحصل عليها بتطبيق المبرهنة )١,١,١(‏ والفقرتان (ب) و (د) غصل 
عليهما من النتيجة )5,١,54(‏ (لاحظ أن بعد الشفرة الخطية على الحقل ("6۴)2 


11 نظرية التشفير والتعمية 
يساوي »۸ وعدد كلماتها يساوي 2 وهذا يتفق مع حقيقة أن الشفرة الثنائية الخطية ؛ 
أي الشفرة الخطية على الحقل (687)2 لہا بعد يساوى + وعدد كلماتها يساوى *2). 
وبرهان الفقرة (ج) صل عليه بتطبيق المبرهتة (5,17,5) لترى أن 8< # وتطبيق 
اممرعنة ( را لتر أن 58 4 1 
ملحوظة 

ما أن 1 + ) - ۸ = 4 فنرى أن شفرات ريد وسولومن هی شفرات 2105 (انظر 
المبرهنة (8,, ١‏ ,؟)). 

قبل تقديم مثال آخر ننوه إلى إمكانية النظر إلى أي شفرة © من النوع (۸5)2",8 
على أنها شفرة ثنائية ؛ وذلك باستبدال كل إحداثي من إحداثيات كلمة الشفرة بكلمة 
ثنائية طولہا ” من جدول (67)27. طول هذه الشفرة يساوي (1- ٣)2”‏ وأما طول 
الشهرة الثنائية التي هي شهرة على حقل جزئي وشهرة جزئية فهو 1 - '2. نستخدم 
الرمز 6 للتمثيل الثنائي لكلمة الشفرة 666 والرمز © للشفرة الثنائية التي نحصل عليها 
من الشفرة © بالطريقة الموضحة ف هذه الفقرة. سئرى لاحقا (انظر المبرهة 5 1,9 ,۷)) 
أهمية هذا التمثيل للشفرة © خاصة عند التصويب المفاجيئ لالأخطاء. 
مثال (",؟ , 5) 

لنفرض أن (6۴)22 هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود تبر + عمجب 1 ولتكن ا 
هي الشفرة (85)4,2 حيث × + 8 = (»)و. استنادا إلى المبرهنة (5,7,8) نرى أن طول 6 
هو 3 =۸ وبعدها هو 2= »۸ ومسافتها هى 2 - 24 وعدد كلماتها هو 16 - |6). 
واستنادا إلى التتيجة (5,1,4) نرى أن مصغوفة مولدة للشفرة 6 هي : 


1 م = 


شفرات ريد وسولومن 


۲۹ 


باستخدام جدول (22) 67 نرى أن ,6 1 تقابل المتجهات 00,10,01,11 على 
التوالى. الحدول التالي يبين جميع الرسائل » (عددها 16) وتمثيلها الثنائى 8 وكلمات © 


المقابلة 16ا = © وتمثيلها الثنائى : 


بكم 


2 
001101 
010101 
111001 
100001 
001011 
UI0011 
111111 
100111 


عارین 


C = UÛ 
06*6 
GBP 
6*18 
10 
016° 
B08“ 

EPP 
166“ 


0p 
16 
B6 
6*6 
0 
18 
8ٌ 
8*8 


0001 
1001 
0101 
1101 
0011 
1011 
J111 
1111 


٤ 
000000 
011000 
110100 
101100 
000110 
011110 
110010 
101010 


1Û‏ = ع 


000 
810 
8*80 
1820 
081 
68*1 
8201 
111 


4 
00Û 
10 
30 
8*0 
01 
11 
61 
8 


0000 
1000 
0100 
1100 
0010 
1010 
0110 
1110 


E CET U‏ اا 40 #تسبدودها الو ا ف 


( × + قرا + 1) = (x)ق.‏ 


(1) د كلا من عدو و2 واا لبذ الشقرة: 
(ب) استخدم الننيجة (5,1,4) لإنشاء مصفوفة مولدة 6 للشفرة 6. 
(ج) جد جميع كلمات الشفرة © والتمثيل الثنائي المقابل لبذه الكلمات في 
الشفرة 6 والرسائل المقابلة (شفر هذه الرسائل مُستخدما 6 التي وجدتها في الفقرة (ب)). 
(5,7) لنفرض أن (68)22 هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود ×+ + + 1. 


(أ) جد كلا من ”و ۸ و 4 و |٣|‏ لبذه الشفرة. 
(ب) امتخدء التيجة (5,94) لإنشاء مصفوفة مولدة 6 للشفرة 6. 


ولتكن ٤‏ هي الشفرة (8,5) ۸5 حيث x×(‏ + *ثر)(« + *قر)( + قر)(2 + 1( = g(x)‏ 
هي كثيرة حدودها المولدة. 


T1‏ نظرية التشفير والتعمية 


(ج) شفر كلا من الرسائل التالية مُستخدما 6 إلى كلمة شفرة في الشفرة 6 ومن 

ثم إلى كلمة شفرة في الشفرة 6 : 
i 111 (ii) 1082 (i)‏ 8286486 
(5,7,4) استخدم الحقول المنشأة في التمرين (8,,98) لإيجاد كثيرات حدود مولدة 
للشفرات (۸5)2",8 لكل من قيم ” و 6 و 71 التالية : 

60 2 -م, 823 2 دين 

(ب) 3= ۳ 3 عق 2 12م 

m=06=5r =3 (ج)‎ 

(د) 4= , 5ع 8ق ع 0 د م 

(ه) 5م , 7- 8 ؛ 71-0 
(5,7,9) جد كل شفرة من شفرات التمرين (5,7,6) مبينا القيم ۸ و ۸ و 4 و |6. 

نرف استنادا ال طول الشفرة 6 من النوع (۸5)2",8 هو 
1 - ”2 = ۸. ولكننا أحيانا نحتاج إلى شفرات طولها مختلف عن 25-1 ويمكن إنشاء 
مثل هذه الشفرات بسهولة من الشمرة (85)27,5 على النحو التالي : 

لكل عدد صحيح 5 حيث 6 - "2 > 5 > 1 ولكل شفرة 6 من النوع (۸5)2",8 
تكون الشفرة المقصورة (Shortened code)‏ بأخذ جميع كلمات الشغرة 6 التي تكون 
إحداثياتها الأخيرة (عددها يساوي 5) أصفارا ومن ثم نحذف هذه الأصفار من الكلمات. 
مغال ١١١,؟,5)‏ 

إذا كانت © هي الشفرة (85)4,2 المبينة في المثال (5,؟ ,") فنرى أن الشفرة المقصورة 
(6)1 (1 = ء) هي الشفرة المكونة من كلمات 6 التي إحداثيها الأخير 0» أي من كلمات 
الشفرة: 80,1820 82 ,810 ,000. وبهذا نرى أن : 


4 .6)1( = {00,81,88,18} 


ومن الممكن استخدام التمثيل بكثيرات الحدود للشفرة © من النوع (۸5)2",8 
لإنشاء الشفرة المقصورة (6)5 المكونة من كثيرات حدود 6 التي درجاتها أصغر من 
و-22-1 - ns‏ 

فإذا كانت ()9 هي كثيرة الجدوة الدلدة للشغرة 6 ف ان (6)5 هي مجموعة 
كثيرات الحدود (2)209)2 = (هاء حيث و -22-8 = و - kK‏ > ((2«)م)وع21 ؛ (لأن 
8 = (469)900). وبهذا نجد أن مصفوفة مولدة (6)5 للشفرة (6)5 هي : 


9 
0 2 س )£( . 


كس 
وبمقارئة هذه المصفوفة مع المصفوفة المولدة 6 للشفرة 6 المبينة في النتيجة (5,1,5) 
نجد أن (6)5 تتكون من أول 5 - ما ا صفوف 6 بعد حذف الصفوف (عددها 5) 
الأخيرة من 6. وبهذاء إذا كانت الشفرة 6 من النوع (85)27,5 لبا طول ۸ وبعد » 
ومسافة 4 فمن الواضح أن طول الشفرة (6)5 يساوي 5 -1 - 225 = و - ۸= n)s(‏ 
وبعدها” 8 - 2= وى-غ - (5). 
لإيجاد المسافة (4)5 للشفر 3 )© لاحظ أو لا أنه إذا كانت (6)5ميء.ىه فان 
المسافة بينهما تساوي المسافة بين كلمتي الشفرة 6 المقابلتان لما 200٠-١0‏ و .©200٠-:0‏ 
ولذا فإن 8 = (4)6 < ((4)6)5. أيضا استنادا إلى المبرهنة ١,1/(‏ ,””) نعلم أن: 
d(s) < nls) — k(s) + 1‏ 
1[ +(8-5-:22-1-3502 - 
8= 
إذن» 6 = (ئ)4. وأخيراء استنادا إلى المبرهنة )۳,١,۸(‏ ترى أن (6)5 شفرة 0155 
ونكون قد برهنا النتيجة التالية : 


TT?‏ نظرية التشفر والتعمية 
مبرهنة ( ۲,۱۲ ,ا) 
لتكن © شفرة من النوع (۸5)2,8 ولتكن (6)5 هي الشفرة المقصورة للشفرة من 
النوع (25)2”,5 ومن الطول (72)5 والبعد (5)# ومسافتها (4)5. حينئذ : 
1-38 - 227 = (711)5 


k(s) = وهو ق-22‎ 
0)5( = ê 


وكذلك» (6)5 شفرة .M58‏ 
ملحوظة 
من الممكن الحصول على شفرات مقصورة أخرى للشفرة (85)27,8 بحذف أي ؟ 
فى إعداقاك كاسات الك ها عن عدف عدو قبي الاسزاقيات الأ دوعا أن 
(۸5)2,8 هي شفرة 1115 فنرى أن أي شفرة مقصورة للشفرة (85)27,5 تحقق الخصائص 
المبينة في المبرهنة .)٠,١,١١(‏ 
مغال 5 ١,؟,5)‏ 
أنشأنا في المثال )5,١,8(‏ الشفرة © من النوع (53, حيث كثيرة حدودها المولدة 
هي × + 4م + 83 = ()9. ويهذا نرى أن المصفوفة المولدة للشفرة المقصورة (6)5 هي : 
١ To 0‏ 
0 1 “م 3م 0]++22)م6 
1 ثم 2م 0 0 
وأن 5 = (0)2 » 3= (۸)2 » 3 = (4)2. لاحظ أن (6)2 تم إنشاؤها بحذف آخر صفين 


(2 = 5) من المصفوفة المولدة 6 المبينة في المثال (5,1,8). 24 


(,5) فك تشفير شفرات ريد وسولومن 
Decoding Reed- Solomon Codes‏ 


بما أن إحداثيات كلمات الشفرة (8 ,۸5)27 هی عناصر في الحقل (67)27 فنرى 
أن تصويب الأخطاء في الكلمات المرسلة يحتاح علاوة على تحديد موقع الخطأ إلى معرفة 


شفرات ريد وسولومن 0 
قيمة هذا الخطأ. ولبذا الغرض تُعرّف مواقع الخطأ (ہ 1_٥٤٥‏ :80) فى الكلمة المستقبلة 
على أنها الإحداثيات التي يكون فيها نمط الخطأ لا يساوي صفرا. نقوم بتعيين عدد 
ليدل على موقع الخطأ فعند وقوع خطأ في الإحداثي ز من الكلمة المستقبلة فيكون أ8 
هو عدد موقع اعقطأ „(Error Location Number)‏ 

(نستخدم الأعداد 1 - 0,1,2,٠.٠,۸‏ لترقيم الإحداثيات كما فعلنا لشفرات 8011 
التى تصوّب خطأين). على سبيل المثال: تجد لنا الخطوتان (5) و (5) من الخوارزمية 
(8,8,5) عدد موقع الخطأ لنمط الاطأ عند استخدامنا شفرة 8011 التي تصوب 
خطأين. قيمة الخطأ (Error Magnitude)‏ لموقع الخطأ ¡ هي العنصر في الحقل ("6۴)2 
الذي يظهر في الإحداثى ¡ من نمط خطأ. ا أن الشفرة 8011 المقدمة في الفصل الخامس 
هي شفرة على الحقل (65)2: فنرى أن جميع قيم الخطأ تساوي 1 (العنصر غير 
الصفري الوحيد في الحقل (67)2) وبهذا فهي تتحدد تماما بمعرفة مواقع الأخطاء. 
ولكن الوضع مختلف في الشفرات المعرفة على الحقل (67)27 حيث 2 < 7 ومن ثم 
نحتاج لفك تشفير شفرات ريد وسولومن إلى إيجاد مواقع الأخطاء وقيم الأخطاء التي 
تقابل هذه المواقع. 
ال TT‏ 

لنفرض أن (۸5)8,3 هي الشفرة المبينة في المثال (5,1,8). إذا كانت 
0 = ء هي الكلمة المرسلة و 638485000 = با هي الكلمة المستقبلة فثرى أن 
فط الخطأ هو : 
0 -ح-ح بر c+‏ = € 
ما أن 64 هو العنصر غير الصفري في نمط الخطأ © وهو الإحداثي 2 فنجد أن عدد 
موقع الخطأ هو 62 وأما قيمة الخطأ المقابلة فهي 64. 1 


0 نظرية التشفير والتعمية 


نقدم الآن خوارزمية لفك تشفير الشفرة (85)27,5 (ومن ثم الشفرة المقابلة 
۳۸ والتي هي شفرة على حقل جزئي وشفرة جزئية). لهذا الغرض» نفرض أن : 
ريد + 7661و .)+ 7112ق) يد + (GB‏ = )9 
هي كثيرة الحدود الاد حيث 6 عنصر بدائي في الحقل (6۴)2. ولنفرض أن 
٤ = ]8 - 1/21‏ (كما في العادة) ولنفرض أن مه,:.٠,يه‏ هي أعداد مواقع الأخطاء وأن 
مط ٠٠٠,‏ هى قيم الأخطاء المقابلة لبذه الأعداد حيث ٤‏ > ء (في المثال (5,7,1) لدينا 
1 -: وبا أنه وقع خطأ واحد في الموقع الثاني » نرى أن 82 = يه وأن “م = ,ط). إذا 
كان + > © فيكون من المناسب جعل 0 = به لكل + > ¡ > 1 + © على الرغم من عدم 
وجود مواقع لبذه الأخطاء. نقوم الآن بحساب التناذرات .-وبيرك,»٠٠.يبمى‏ (عددها 
1 -8) وهي معرفة على النحو التالي : W)8(‏ = رى حيث 1 - 8 +" > رع 1 + ". 
(لاحظ أن هذا هو التعريف نفسه للتناذرين ,كد و ود المستخدمين في الشفرة .)8٥#۴‏ لكل 
8-1 +" > ر> 1+« نرى أن 87 جذر لكثيرة الحدود المولدة ()9 ومن ثم فهو 
جذر لجميع كلمات الشفرة ويكون : 
1 
baj‏ ( = (أق)ء = w(8/) = c(8) + e(8')‏ = رو (1.۱( 


11 
لاحظ أن )5,١(‏ نظام معادلات عدد معادلاته يساوي 1 - 5. إذن» مسألة فك 
التشفير تؤول إلى إيجاد طريقة فعالة لحل نظام جزئي من نظام المعادلات )5,١(‏ عدد 
معادلاته 26 وعدد مجاهيله 26 وهي و ٠٠١‏ روظ رو , ٠٠١‏ ربة. (لاحظ أن 1 - 8 > +2 > 26). 
المشكلة الأساسية تكمن في أن هذه المعادلات غير خطية ومع ذلك سنبين الآن كيفية 
إيجاد كثيرة حدود جذورها يه,٠٠٠,ه‏ بأسلوب مماثل للخطوة (5) من الخوارزمية 
(8,8,5) التي استخدمت لفك تشفير الشفرة 8011 التي تصوب خطأين. 


۷ 700 

لتعرض إدن أن إ4 , “,2 = ك. تُعرّف كثيرة حدود موقع خطأ ) Error Location‏ 
اPolynomia) o )x(‏ على أنها كثيرة الحدود ذات الحذور يه ,*",. أي أن : 

(1,۲( (عد) به‎ = (a, + x)(a, + (٠٠١ (ag + x) 


لنفرض الآن أن ره هو معامل أ× في كثيرة الحدود (*)يت. حينئذ» بعد ضرب 
عوامل (×)ږه نرى أن : 
عبر + 1 0_1 + ... + يزرى + وى = (3) وى 70 
الآن» بضرب طرف المعادلة بالمقدار إهرط لكل © > : > 1 وتعويض به = × 
وأخذ المجموع من 1 = : إلى + = : واستخدام المعادلة (؟,") نرى أن 0 = (بع)يه ومن 
ثم نحصل على : 


ع 
ظ 0 + لمعه عل بت 0 On + ١‏ لوط | = 0 ظ 
١‏ 7 1 2 1 / 1 2 0 / : 0 (5.2) 


i=1 


هبرك F‏ °°° 1 61 يبزة F‏ 00ر5 = 
أى أن : 
1-مج+ز5 1ع FT °** F‏ و0 ربرة + و0ر5 = Sj+e‏ (1,2) 


وبا أن القيم مدبيمى,»٠٠,دبيمكى,ربيرى‏ معلومة فيكون باستطاعتنا تعويض القيم 
ع + ص1,.,m m+‏ = ر لنحصل على © من المعادلات الخطية في امجاهيل ج06 5ر6 
التي يمكن كتابتها على شكل المعادلة المصفوفية التالية (حيث الصف : يقابل المعادلة 
(5,8) عندما يكون 1 + ۳ = () : 


Sm+e+1 01 Sm+e +1‏ *'' 83 دصرت Sm‏ ظ 
: 7` : : )1.71( 
Smte Sm+tet1 ٠+ Sm+ae-1l [e-1 57+‏ 


من المهم معرفة أنه يوجد دائما حل غير تافه لبذا النظام الخطي. 


۲۸ نظرية التشفير والتعمية 
لنفرض أن 24 هى مصفوفة المعاملات من الدرجة + في المعادلة (5,5). عندئذء 

رتبة 14 تساوى © ولرؤية ذلك لاحظ أن 
ج “3 961 1 0 ba‏ 


[حجعمع 


11111 1 م0‎ 0-0 a 


وآ 0 0 [ عع يم 
0 عل 0 


وبما أن هت ,““٠,ر‏ عناصر مختلفة وأن Dı, , e‏ رع 6 , 61,٠٠“‏ جميعها عناصر غير 
صفرية فنرى استنادا إن التمهيدية )5,7,9١‏ أن رتبة كل من المصفوفات الثللاث 
تساوي © وبهذا تكون رتبة 44 تساوي .٤‏ بناء على ما تقدم يكون بإمكاننا حل النظاءه 
(5,5) لإيجاد قيم ._.م,::.,6. لاحظ أنه إذا افترض فاكك التشفير ابتداء أن + ع ۾ 
(بالطبع إن قيمة © لا تكون معروفة مسبقا لفاكك التشفير) فتكون 14 مصفوفة من الدرجة 
٤ × )٤ +1(‏ رتبتها ©. ويمكن رؤية ذلك بكتابة 14 كحاصل ضرب ثلاث مصفوفات كما 
في السابق واستخدام الحقيقة 0 = ,© لكل > ¡ > 1 + 6. وبهذا تكون قيمة © معروفة 
الآن لد فاكك التشفير. الآنء ما أن جذور ير + ... + 0 + وى = (36) رت هي .0 , 91٠:‏ 
فنحصل عليها بتعويض عناصر الحقل في كثيرة الحدود (×)ړه. 

بعد إيجاد قيم مه ,٠ه‏ يتحول النظام )١,١(‏ إلى نظام معادلات خطية في 
المتغيرات مط ,٠٠٠,ط‏ ومن ثم فباستطاعتنا عامل هذا النظام بحل المعادلة المصفوفية المقابلة : 


7111-1 7111 ! 
01 05 . 571+ 1 
0002 a 0 +2 1 Sm+2 ظ‎ 

مف يجرت 


m+e | q+ 
(مرة اک راکادا إل التمهيدية (١,؟,5) أن رتبة هذه المصفوفة‎ 


2 
تساوي ؟ وذلك لن العناصر ر “° ,1 غير صمرية وبهذا يمكن حل النظام الخطي 
لاد يط ,“٠ط‏ 


(1,۷) 











a" 


نما تقدم يكون لدينا خوارزمية فك التشفير التالية لشفرات ريد وسولومن حيث 
نستخدم المصفوفة الموسّعة 1 وهى المصفوفة 14 مُضافا إليها عمود يمثل الطرف الأيمن 


Sm+1  كرريب2‎ 35 3mtet1 
2سيروث‎ | +3 "*  Smtet2 


.M' = 


Sm+e 3m+e+1 م2 جرورت  لغيه‎ 

خوارزمية (5,7,7) [ فك تشفير (85)27,5] 

لنفرض أنه تم إرسال إحدى كلمات الشفرة © من النوع (۸5)2,8 حيث كثيرة 
حدودها المولدة هي (× + 87+6-1) ... ( + *"8) = (0)و ولنفرض أن س هي الكلمة 
المستقبلة. ولنفرض أن [1(/2 - 6)] = غ. عندئذ» لإيجاد أقرب كلمة شفرة تنتمي إلى © 
إلى الكلمة س نقوم بتنفيذ الخطوات التالية : 

.71711 1 1 لكل 27 + :72 2 رع‎ 5j = w(f’) حساب‎ )١( 

(۲) نضع + = ء ثم نجد رتبة المصفوفة الموسعة '11. 

(۳) إذا كانت © هي رتبة المصفوفة الموسعة '11 فنقوم بحل النظام الخطي (5,5) 
لااد 1م ,:١٠٠,وت.‏ 

)٤(‏ جد جذور كثيرة الحدود ۴× + ...+ ×ړه + وه = (×)ږه فتكون هذه الحذور 
هي أعداد مواقع الخطأ په ۰٠,‏ ,,4. 

)٥(‏ نقوم بحل النظام الخطى (/5,1) لإيجاد القيم م8 »...رط وهي قيم الخطأ المقايلة 
للقيم مه .4,٠٠٠,‏ وبهذا يتم تحديد مط الخطأ الأرجحي. 

لاحظ أننا لسنا بحاجة لوضع المصفوفة في الخطوة (۳) من الخوارزمية )١,۳,۲(‏ 
على صيغة درجية صفية ؛ لأنها مصفوفة جزئية من المصفوفة في الخطوة (۲) وهذا 


موضح في المثال التالي : 


51 نظرية التشفير والتعمية 
مثال ",7١9‏ , ") 
لنفرض أن : 
كبر + Gx? + B*x?‏ + بر" + 8° = x)‏ + 33)(مد + 08( + )(< + 1) = g(x)‏ 
رة خد رة للقترة 5 تمق (لخسط أن ود دوو اخ تسن اسيع 
استخدمنا كثيرة الحدود × + × + 1 لإنشاء (6۴)27. ولنفرض أن 76885821082 = برا 
هي الكلمة المستقبلة. سنستخدم الخوارزمية )٠,۳,۲(‏ لفك تشفير «. 
)١(‏ عا ن 1- m=‏ 5= فنقوح ساب الستاذرات الأريعة ود,وة ىن ,م5 (أي 
خساب ,د ذا كان *م جذرا لكنيرة الحدود (2)8). 
1 ع 72 +0 +1 + 2م + 5م + + 5م = w(8")‏ = ود 
B^ + 0 + 8 = 3‏ + 5م + 87 + 82 + 866 = w(8)‏ = رد 


s5 = w6 *( = 8° + 63 + 869 + ل 0 + "م + "م‎ 814 = 3 
w(8*) = 88 + 4 + 831 + 811+ 812 + 0 + 8° =1 


(۲) بوضع 2 = ا = e‏ نرى أن المصفوفة الموسعة '11 هي : 


,]1 65 8 
1-١ E 1 


والصيغة الدرجية لبا هى : 


353 





ام »م 0 


وبهذا نری أن رتبتها تساوی 2. 
(۳) جا أن رة تساوي 2 فتستطيع حل النظام : 
[e;] = [s;|‏ " 
والصيغة الدرجية الصفية للمصفوفة ۷ هي التي حصلنا عليها في الخطوة (؟) 
ولذا نقوم بحل النظام : 
ام ا 


۲۳١ 7‏ 
وهذا يحكافئ النظام : 
f*0, = 7‏ + وه 
“8 = ,6*0 
من المعادلة الغانية نجد أن - 6. وبالتعويض ف المعادلة الأولى نرى أن 1 = وى. 
(5) الآن كثيرة حدود مواقع الخطأ هي : 
Gx +‏ + 1 ع شير + يدرى + وى = (3) ره 
وبتجريب عناصر الحقل لإيجاد جذور (×)ڕ» نرى أن 0 = (8),ه و 0 = (65,0866. 
إذن؛ (× + 6۴)(× + 6) = “× + ×8 + 1 = (هايه ونرق أن قيمتي موقعي الخطأين همأ 
م = يه و 8° = .a‏ 


(۵) نقوم الآن بحل النظام الخطي : 


ell] = [e‏ م 


1 ]11 1 
[1] - 8 آم / 
ومنه درى أن 1 -يط”م و 1= رط + رط. وعليه فإن “م = رط و “6 = يط. وبهذا 
يكون نمط الخطأ هو 086000082 = ». وكلمة الشفرة هي : 
.c=w +e = 7585 75 0‏ شك 


اي النظام : 


غثال 29 ."ا 5 
لتكن: ‏ (×+ ”ق)(< + *)(: + x)(6° + x)(6*‏ + قر)(« + 1) = g(x)‏ 
#ير + 5ير39 + غير م + م + “م + +34 + 1 = 
هي كثيرة الحدود ا للشفرة (۸5)2*,7 (1- = ۳ » 3 = )٤‏ حيث (*2) G۴‏ 
هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود “×+ ×+ 1 (الجدول .))8,١(‏ ولنفرض أن 
الكلمة المستقبلة هي : 


w(x) = 1 + 8x + كير + “× + ثعيروم‎ 
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اا 
)1( 
6 =1+ 5م + 8 + 4م +1= So = w(8")‏ 
1= 8° + ثام + ^*8 + 85 + 1 = sı = w8)‏ 
7م = 12م + 15م + 6° + 6° + 1 = )ˆ6 w(‏ = رد 
2 = 18م + 24م + 10م + 87 + 1 = wW)83(‏ = ب 
9م = 24م + 25م + 13م + 8م + 1 = w)6*(‏ = رو 
6 = 5م + 34م + 15م + 8° + 1 = w)8°(‏ = ود 
7 1 1 8 7 8 1 م 
60 8 8 812 0 | ج4 8 412 8° 1 | = M'‏ 
Ê 0ٌ 0 8 8 8‏ 0 9غ 
2 9م 1 7 
0 8 2 م | ج» 
Û )( Û‏ 0 





ونرى أن رتبة 4 هي 2 وعليه يكون وزن نمط الخطأ هو 2 = . 
(۳) بما أن 2 = + فنرى أن النظام الخطي (/5,1) هو : 

8[ 1 “م 

[عدو] = لم - 8 
والنظام المختزل المقابل له هو : 

9 ش 7 

اميا = 1191م م6 


0= ’8 + ,وكام 
+o, + 8? - 0‏ وى "م8 


وبحل هذا النظام نجد أن 819 = ه و 86 = م6. 
(£) (× + 84) م + 82) = × + :10م + 6م = (×)ږه. ون رى أن 8 = .ه 


2 =f“ و‎ 


شفرات ريد وسولومن TTT‏ 


لالم دم 


وباختزال هذا النظام جد أن : 


٣ ثم‎ 8 0 3 


وبحل هذا النظام نجد أن 62 = رط و 812 = رط. وبهذا يكون نمط الخطأ المرجح هو: 
e = 008080۰0‏ 


وكلمة الشمرة المر جحة شی : 
0-0 حم = +e‏ بر دم 5 


لاحظ أن خوارزمية فك التشفير (؟,5,7) لا تعتمد على البئية الدورية للشغرة 
ولبذا فيمكن استخدامها لشفرة (8 ,۸5)27 المقصورة من الطول 12. 
تمارين 
(9,"؟) لتكن 6 هي الشفرة (85)24,8 وكثيرة حدودها المولدة هي : 

g(x) = (1 + x)(@ + x)(8* + x)(8* + x)(8* + x)(8° + x) 

حيث (*6۴)2 هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود *× + × + 1 (انظر الجدول 
.))9,١(‏ فك تشفير الكلمات المستقبلة التالية التي تم تشفيرها بواسطة الشفرة © : 

.0838/ 85838286 198000000م‎ (Î) 

(ب) 87820871"8 6280010877 *08. 

(ح) ‏ 80870812838310000000. 
(6,",5) لتكن © هي الشفرة ,25024 وكثيرة حدودها المولدة هى : 

g(x) = (f + x)(8* + x)(8* + <()84 + x) 

حيث (*67)2 هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود “× + × + 1 (انظر الجدول 

(8,9) ولاحظ أن 0 = 7 في هذه الحالة). فك تشفير الكلمات المستقبلة التالية إذا علمت 


أنها شفرت بواسطة الشفرة 6: 
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)أ( 10 .-.-.. 
(ب) 130883116386500000م6م08100. 
(ح) ‏ 14000000م8*01008285812. 
(57.1) لتكن 6 هي الشفرة (۸5)2“,5 المقدمة في التمرين (5,7,5) ولتكن (6)4 هي 
الشفرة المقصورة من الطول 11 = ۸ والبعد 7 = ۔ فك تشفير كل من الكلمات 
المستقبلة التالية المشفرة باستخدام © : 
)أ( 0 
(ب) 6°80 ^61 08*°06°8°06°. 
(ج) 00^ 6*6 6° *6*01006. 
)١,۳,۸(‏ لتكن ٤‏ هي الشفرة (۸5)2“,9 وكثيرة حدودها ل هي : 
g(x) = (1 + x)(6 + (٠٠١ (8° + x)‏ 
حيث (67)24 هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود “× + × + 1 (انظر الجدول 
(8,1)). جد نط الخطأ الأرجح للكلمات المستقبلة التي شفرت بواسطة الشفرة © والتي 
لبا التناذرات التالية : 
() ثم - ,8,5 = وى,7م = ,8° = ,85,5 = وو,84 = ,83,5 = 8,5 = وو 
GS NS‏ دوي كوي مح يع كته حا رو تررك ند 
(ج) 1 > ج,1 = 1,54 = وة,1 = ية,1 = وی1 = رة,1 = ره ,1 = وع. 
(د) 83 = ہی ,م = وی ,6 = وو ,8 = ہو ,م = وو ,م = رو ,8 = ی ,م = ود. 
(ه) 1= ,8,5 = ,8 = و ,8 = يد,87 = وی ,0 = ری ,8 = ,812,5 = ود 


و 0 = Ês‏ = 0,54 = 0,5 = ردك = وى,0 = 0,5 = رم ,ةق = و5 


شفرات ريد وسولومن ا 


(5,4) طريقة التحويل لإنشاء شفرات ريد وسولومن 


Transform Approach to Reed-Solomon Codes 
تعتمد طريقة التحويل لإنشاء وفك تشفير شفرات ريد وسولومن على إمكانية‎ 
نفل جات +17 كلوال هن موعة 5ال اتل ( 2 د۴ عورا عن فاا‎ 
كمعاملات كثيرات حدود. ندرس الآن تفاصيل هذه الطريقة ونثبت أنها تزودنا بمصفوفة‎ 
مولدة مختلفة لشفرات ريد وسولومن.‎ 
), ٤,١ ( مثال‎ 
.6 لنفرض أن (2) 6۴ = 5 هو الحقل المنشأ باستخدام × + × + 1 والعنصر البدائي‎ 
: ولشركن أن (0,1) +¬ ۴:5 هي الدالة المعرفة على النحو التالي‎ 
f(0) = 0,f(1) = ,ا‎ f(8) = f(8) = f(8 = 1, (8°) = f (8°) = f (8°) = 0 
: عندئد ؛ يمكن ثيل (×)۴ بالمتجه‎ 
متا.‎ = (f(0), f(1), f (8),-°*,F(8°)) = (0,0,1,1,0,1,0,0) 
,ا)‎ 4, "5١ مثال‎ 
: لنفرض أن (68)23 = 5 ولنفرض أن الدالة 5 +¬ 0:5 معرفة على النحو التالي‎ 
ونا‎ = (9(0), 9(1), g(8),--“,g(8°)) = )8*, 0,1, 82,1,8,0,0( 
: لاحظ أنه من الممكن تمثيل (*«)9 بكثيرة الحدود‎ 
5 . دير + * ×8 + ×8 + 84 = (2د)‎ 
5 > 67)27( تُمثل كثيرتا الحدود (*)م و (2)؟ الدالة نفسها من ؟ إلى (2) 67 حيث‎ 
إذا وفقط إذا كان (©)؟ = (»)م لكل 5»ع.‎ 
» - 1 لنفرض أن ۷ مجموعة جميع كثيرات الحدود من الدرجة التي لا تزيد عن‎ 
والتي معاملاتها عناصر من الحقل (67)27 (أو مجموعة المتجهات التى تمثل كثيرات‎ 
الحدود هذه كدوال من (6۴)27 »ع 5 إلى (6۴)27). المبرهنة التالية تبين لنا أن ۷ فضاء‎ 
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متجهات وجموعة كثيرات الحدود ٠,13‏ ,× ,± ,1) أساس لبذا الفضاء. يدعى فضاء 
المتجهات هذا بالفضاء الدالى على 5 (ك «(Function Space on‏ 
مبرهنة ( ٤,۳‏ , ") 

مجموعة جميع الدوال من 5 إلى ("6۴)2 = ۴ الممثلة بكثيرات حدود من درجات 
لا تزيد عن 1 - ٤‏ هی فضاء دالى بعده ‏ وأساسه 11- ير ... ,22 ,11,3 
البرهان 

من الواضح أن اف يدير حدود درجتها لا تزيد عن 1 - ۸ تنتمي إلى 
13ج x,‏ ,1)). 
ولذا نحتاج فقط إلى إثبات وحدانية التمثيل لكل دالة. ولبذا الغرض نفرض أن (×)م 
و ()؟ متساويتان كدالتين على 5. حینئذ» نرى أن (©)؟ - (ه)م لكل كمع. وعليه فإن 
0 = (6) - (ه)م وتكون (*)؟ - (×)م كثيرة حدود درجتها أصغر من # وعدد جذورها " 
وهذا مستحيل ؛ لأن ۸ < ۸. إذن» 0 = 60و - (»)م. أي أن )و = (٭)م. _ 
مثال ( ٤, ٤‏ , 5) 

لنفرض أن (6۴)27 = ۴ هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود × + × + 1 
وليكن ۷ هو الفضاء الدالي المكون من كثيرات الحدود التي درجتها لا تزيد عن 2. 
عندئذء (1,2,22) أساس للفضاء الدالي والمتجهات المقابلة لهذا الأساس هي : 

1111330 1ه 1 ظ 
(8° ,6° ,“8 ,*8 ,“8,8 ,0,1( جه x‏ 
(O18 EE EBÊ)‏ جه 2 
المتجه المقابل لكثيرة الحدود ”ره + ×ره + مه = (×)م (باعتبارها دالة) هو : 





1 1 1 1 1 1 11 
مم م مم 8 8 6 1 0 | d3‏ ,1ه |o,‏ = 7 . شر 
كم f?‏ م 6م 4م 82 1 0 


كلق انك واه ۳۷ 

تذكر أن شفرة 7425 هي شفرة خطية من النوع (4,/,) حيث 1 + / - 2 = 4. 
مبرهنة (۵ ٤,‏ 5) 

الفضاء الدالي على المجموعة  687)27(‏ 5 المكون من كثيرات الحدود التي درجاتها 
لا تزيد عن 1  -‏ ومعاملاتها تنتمي إلى (67)27 هو شفرة 2125 من النوع (1 + ۸ ¬ ۸,۸ ,۸) 
حيث 27 > |؟| = ۸ 
البرهان 

نفرض أن (6۴)2 = ك حيث + = |5| ولنفرض أن الفضاء الدالي هو الفضاء 
المكون من جميع كثيرات الحدود (27) 6۴ د 5 :م حيث 1- ۸ > ((3)م) 069. 
من الواضح أن طول كل من المتجهات (ومن ثم طول الشفرة) هو "١‏ وأن بعد الفضاء 
يساوى ۸ حيث ۸ > + (استناداً إلى المبرهنة 4,7 ,5)). ولحساب المسافة لاحظ أولاً أن 
عدد الجذور المختلفة لكثيرة حدود (*«)م حيث 1- ۸ > ((*)م)469 هو على الأكثر 
1 -*. وبهذا نرى أن المتجه المقابل لكثيرة الحدود )م يحتوى على الأكثر 1 - » صفرا 
ويكون وزنه على الأقل 1 + ۸ - . واستنادا إلى المبرهنة ١7/(‏ ,”*) نعلم أن 1 + ع/ - :: > 4 
لأي شفرة خطية. إذنء 1+ ۸ -2 > 4. 0 

تُسمى المجموعة الحزئية (1 = "» :”اعم = 5 من الحقل (67)27 = ۴ جذور الوحدة 
من النوع .)nth Roots Of Unity) n‏ لاحظ أن ۸ يقسم 1 - ”2 (ولكن ليس من الضروري 
أن يكون 1- 27 = 1). وبهذا ترى أن ۸ عدد فردي. لااحظ ا أن 5 هي جموعة 
جذور كثيرة الحدود "× + 1 في الحقل ۴. نقول إن كمع هو جذر وحدة بدائي من النوع 
)Primitive nth Root Of Unity) n‏ في الحقل (6۴)27 إذا كانت [87-1,---,1,8,83] = 5. 
هذا المفهوم هو تعميم لمفهوم العنصر البدائي في الحقل وبهذا يتيح لنا فرصة إنشاء 
شفرات ريد وسولومن دورية من الطول ۸ الذي يقسم 25-1 (ليس بالضرورة أن 
يكون 22-1 = ۸). إن جل سات في هذا الفصل للشفرات من الطول 
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۸ = 1- 27 حيث 8 عنصر بدائي يبقى صحيحاً في الحالة التي يكون فيها م جذر وحدة 

بدائيا من النوع 11. 

مثا 5,5١‏ , 5) 
لنفرض أن (*65)24 = ۴ هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود *× + + + 1 
والعنصر البدائي 6. جدور الوحدة من النوع 5 هي [1,87,85,87,872] وجدور الوحدة 
من النوع 3 هي [“1,8°,8]. إذن؛ 8 جذر وحدة بدائي من النوع 5 و 8 جذر وحدة 
بدائي من النوع 3. 4 
قبل الشروع في إنشاء شفرات ريد وسولومن الدورية سنثبت أن كثيرتي حدود 
تقابلان الدالة نفسها على 5 إذا وفقط إذا كانتا متطابقتين قياس "× + 1. 

مبرهنة (لا, 5 ,") 
لتكن (4):(667)27,(:) ولتكن (67)27 > 5 مجموعة جميع جذور الوحدة من 
النوع «. عندئذء (*)م و (©)و تمثلان الدالة نفسها ("۴)2 +¬ ۴:5 (أي (0)81 = (8)م 

لكل 5ع'8) إذا وفقط إذا كان ("× + 4)2(0081 = (x)م.‏ 
البرهات 
لنفرض أن (×)م + (" + 1)() = )ب حيث ۸ > ((469)5030. عندئل : 
(©8)م = p)8'(‏ + )"6 + 81()1) = (8)؟ ؛ لأن “م جذر لكثيرة الحدود "× + 1. 
ولبرهان العكس» نفرض أن ٩)8(‏ = (8)م لكل 8165. حينئذ يكون 8 جذرا 
لكثيرة الحدود (»)ه - (×)م ونرى أن : 
Kx + 8°) = 52001 + x")‏ 50ر1[ )اث ع p(x) = q(x)‏ 0 

مبرهنة ( ٤,۸‏ ,) 
لتكن 5 مجموعة جذور الوحدة من النوع ١‏ في الحقل (68)27. عندئذ» الفضاء 
الدالي على 5 المكون من جميع كثيرات الحدود التي تنتمي إلى [×]("6۴)2 ودرجاتها 

لا تزيد عن 1  -‏ هو شفرة دورية من النوع (1 + ۸ - ۸,۸ ,۸) على الحقل ("6۴)2. 


شفرات ريد وسولومن ۹ 
البرهات 
لنفرض أن ((6٤‏ "8)م,٠٠٠,(8)م,(1)م)‏ وا لإثبات أن © شفرة دورية يكفي أن 
نشبت أن .)0)8(,5)82(,٠-:,2)8-1((66‏ وبملاحظة أن (×8)م كثيرة حدود درجتها 
لا تزيد عن 1 - * نرى أن 8(66)م = (×)'م. ولكن : 
(p(B), p(8*),--*,p(8" ^), 2)1((‏ = )^"6( 'ط, ٠٠١‏ ,)8( '1(,5) 'م). 95 
مثال 4,5١‏ ,ا) 
لنفرض أن (67)23 هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود × + × + 1. 
ولتقابل × + 2برة3م + ×*م + *م = (×)م المتجه (0,1,82,1,8,0,0). عندئذء المتجه 
(0,0,0 ,8 ,82,1 ,1) هو إزاحة لبذا المتجه ويقابل الدالة : 
Gx? + Gx = )84 + x)(6° + x)(8° + «(3‏ + عرةم + .p(Bx) = B^‏ - 
لتكن 1 "رم۷ ۷x + ٠٠+‏ + ,۷ = () 7. تقول إن كثيرة الحمدود 
37-3 ديرق + ٠.١‏ + 0 + وت = )ن هي ويل (صحدهاكصةم1) كثيرة الحدود (٭)۷ إذا 
كان رت = لم81 = (أ۷)8 لكل 1 -0,1,..:,2 = ز. وهذا يكافئ المعادلة المصغوفية 
0-17 ,1 روقة) = 4( يسو ,»ذا ,1) حيث [رنه] = ۸ و "8 = ره و م جذر وحدة 
بدائي من النوع ۸ في الحقل ("6۴)2. تک الملصفوفة ۸4ء حویل فورييه المنتهي ( Finite‏ 
)۴ourier ransform‏ أو غويل الحقل المنهه A4 .)Finite Field Transform)‏ مصفوفة قابلة 


“7 ريرق *** موقا (Vo, Vi, ***,Va-1) = (Po,‏ 
أو v8)‏ = له قرت جرد = لا 
سا ٤‏ اا ا ا أن 4 قابلة للعكس ولكننا تُقَدم الآن وها نا اشر 
لذلك بإثبات أن 4-1 تحول ‏ إلى ۷. 
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مبرهنة ( ٤,١١‏ ,ا) 

لنفرض أن ۴ جذر وحدة بدائي من النوع 2. إذا كان ('6) = ينا حيث 
7 + ... + عدرلا + 1 = (2) ما فان ('-8)م = ]1 حيث : 


.17)3( = Vg F UX F ...+ a 


البر هان 


(BD = ( د درن‎ D )( نام جيذ 9 = ادم راهنا‎ =v, 


' 1 أ 1 
لن 
71-1 
0 ع ٣ 110002, k—i‏ 5 ۵7م جر 
عد دج , 20000 ب 
کل 


وبملاحظة أن (1-اتير + ۸"2 + ... + × + 1)(× + 1) = ("× + 1) نرى أن 1 ع 1-*م جذر 
لكثيرة الحدود دصري و أيضا وفردى : لأن ۸ يقسم 1 - ”2. 3 

إذا کان ( ,“7,۰ ,وقة) دا فقد بينا كيفية استخدام هذا المتجه للحصول 
على معاملات كثيرة الحدود 1 "×۷ + ... + ندرا + م۷ = (×)۷. وهذا هو بالفعل 
ما تنجره خوارزمية فك التشفير المقدمة في البند (٣را).‏ 
مبرهنة )5,5,١١(‏ 

لتكن 5 مجموعة جذور الوحدة من النوع : ق الحقل (6۴)2. عندئذ» الفضاء الدالي 
المكون من كثيرات الحدود التي درجاتها أصغر من 1 + 8 - "۸ على 5 هو شفرة 0125 
دورية حيث (× + 89-1)١.٠(د+‏ 6)(× + 8) = (×)و كثيرة حدوده المو لدة و 6 جذر 
وحدة بدائي من النوع 11 
البرهات 

كثيرة الحدود ()6 التي متجهها يقابل (×)و(×)» = (×)»ء هي : 


Cx) = 3 (GS 


شفرات ريد وسولومن 2١‏ 
وبما أن 0 = (4-"8)ء لكل 1- 2,۰۰,۸ + 8 - 1,11 + 8 - 2 = 1 فترى أن معامل '× في 
() 0 يساوىق صفرا وبهذا تكون 1 + 8 - ۸ > ((2) )469. 9 

نستطيع القول الآن إن الطريقة البديلة التى قدمناها لانشاء شفرة (85)2”,8 





حيث 1- 2 = ۸ تُزودنا مصفوفة مولدة مختلفة عن تلك التى حصلنا عليها في السابق 
(إضافة إلى نظرة مختلفة لاحداثيات المعلومات). 
فثال (15, 5,2 

لیکن (۴)23 86ع عنصرا بداشا حيث (65)22 هو الحقل المنشأ باستخدام 
× + × + 1. ولنفرض أن (5 ,۸5)27 هي الشفرة المبينة في المثال )٠,۲,۸(‏ حيث كثيرة 
حدودها المولدة هي : 

.g(x) = (1 + ق)(*‎ + x)(8* + x)(8* + x) = 5م‎ + Bx + B°x* + B*x* + كير‎ 

المتجه المقابل لكثيرة الحدود (×)و هو (62,1,0,0 ,8 ,85 ,86). أما تحويل (×)و فهو 
Olo NS‏ 

مما أن ((84 ,8 ,0,0,0,0,1) = (8°) و ٠.٠,‏ ,(9)89(,9081) فترى أن : 


G(x) = 87)و‎ )x + 087و‎ *)x + 9087 2 
= “x + غيرق‎ + ×7 
= x(6* + 6x + x?) 


ومن السهل التحقق من أن (6)*2 تمثل دالة متجهها : 
)89(,6)8*(,٠٠١ , G(8°)) = ) 9, 8”, 8,85, 1,0,0(‏ 6). 
ننظر هنا إلى الشفرة (۸5)2,5 على أنها الفضاء الدالى مجموعة كثيرات الحدود 
التي درجاتها بين 1 و 3. ومن الواضح أن [×,×,») أساس لذا الفضاء الدالي وأن 
المصفوفة المولدة له هي : 


ل خم ملم 0ر1 
84 6 8 “8 8° 8 1 





6 8“ 83 + 865 @§° 


Te‏ نظرية التشفير والتعمية 


إذنء 3× + 8×2 + 4م = ()6 إذا وفقط إذا كان المتجه المقابل لبا هو : 
f°‏ ”م +84 83 B*‏ 67 1 
(1,0,0 ,85 ,85,87 ,م) = | "م 63 61 85 84 “6 1 
م 81م کم 2م 65م 23 1 
بين الآن كيفية استخدام هذه الطريقة لفك تشفير شفرات ريد وسولومن. تذكر 
أنه إذا كانت (×)و كثيرة الحدود المولدة لشفرة ريد وسولومن وكانت (2) هي الكلمة 
المستقبلة فان (+«م)ء + (×)ء = (×)س حيث (2)*(9)2 = (اء و (*) هي كثيرة حدود 
لنعرض أن ( W۷)‏ () )ء (×) ۴ هي تحویلات (×)سwء‏ (*«)ء؛ e)۸(‏ على التوالي. 
ما أن التحويل هو تطبيق خطى نجد أن : 


W(x) = 3 1 ا‎ = 1 c(7 Jx 3 e)۴ 
kK 1 Kk 


(1 ,8 ,“8 ھ 





= C(x) + E(x) 

وتماأن لكثيرة الحدود (#)م عدد 1 -8 من الحذور المحالية “م حيث 

éEyik=m+1m+2,,m +0 —1‏ أن 0 = واقهاء وأن التشاذرات 5-۸ هي 

8 - 1 لقيم الميينة. وهذا يعني أن التناذرات زودنا بعدد‎ w(f"7F*) = (-7م)م‎ = E, 

من معاملات تحويل (٨)ء.‏ ويبقى علينا إيجاد المعاملات المتبقية. ولإنجاز ذلك نحتاج 
كثيرة حدود مواقع الخطأ. 

من تعريف ()5 نعلم أن 0 = (“6)6 إذا وفقط إذا كان 0 + يه (تذكر أن 

0 = (6)6 إذا وفقط إذا كان “م عدد موقع خطأ وهذه بدوره يعني أن الإحداثي ) 

من ()» لا يساوي صفراً). وبما أن ,» = (“8)8 فنرى أن 0 = (“6)8*(8)8 لكل + 


ويكون : 


O(mod1 + x")‏ = رزعد) ردم 


شفرات ريد وسولومن 2 


و (mod1 + x")‏ “عدم عورخ OX‏ نا = )زنج (لأن درجة («)ه هي غلى 

ال کر [1(/2 - 8)] = 8).بمقارنة معاملات “× نرى أن : 
GE, + G,1Ek+1 + Gr-2Ek+2 + *** + CoE kat‏ = 0. 

نستطيع الآن استخدام معرفتنا المسبقة لعدد 6-1 من قيم »5 المتتالية (آي»› 
التناذرات »-ء) لحساب المعاملات زه ومن ثم استخدام ذلك لإيجاد جميع قيم ,5. 
مثال 5,١"‏ ,5) 

لنغرضص أن 2× + يربج + وى = o)x(‏ وان Ex‏ + ... + يورق + ,E(x) = E,‏ عندئل ؛ 
e) E )<( = 062641 + ×7 (‏ إذا وفقط إذا كان وہ 0E‏ + برك ره = ,8 حيتث 
kK = 0,1٠١ 6‏ ا 
مثال 5,5,١ ٤(‏ 

بالرجوع إلى المثال ("؟,7") نفرض أن (82,1,0,82 ,5م ,8 ,86) = ما. بما أن 5 = 4 
فرق أن 22 وان 

1= (*8) ندا = w(8) = B*, E; = w(8*) = B*, E,‏ = ولا ,1 = w(8")‏ = ونا 

وان و + درت + × = (6)2. وباسستخدام المشال )١,۳,۳(‏ لإيجاد القيم 
50 01 سړری أن 1= 0 و ۴ = .٥‏ ويهذا يكون يبيرظ + يبع8”8 = .E»‏ وبما أن 
)Eo, Eg, Es, E4) = )1, 8°, 8,1‏ فنجد أن : 

2 = 3م + 85 = E, = BE, + E,‏ 
0= 1+ 82 + 5ق = E,‏ + و85 = E‏ 
“م = 2م + 0 = E, = 8”, + E,‏ 
ومن ذلك يكون ريل (2*)ء هو ٤×"‏ < = ()8 حيث : 


. (Eo, E1, , Eg) - (1, Ê“, Û, م‎ 1, 6*8) 


i‏ نظرية التشفير والتعمية 

الآنء 6برةم + × م + *× + 8×3 + ×8 + 1 = (2*)م. إذن» يكون متجه مط 
الخطأ الأرجح وقوعه هو (8 ,0,0,0,0,؟8 ,0) = ((؟8) .e = )8:)89(, E)8(, ۰۰۰, E‏ ونخلص 
إلى أن كلمة الشفرة هي : (8*,1,0,0 ,8° ,8° ,؟8) = م + برا = ع. 

ومن جهة أخرىء لو استخدمنا الصغوفة المولدة المبينة ف المغال ٤, ١١(‏ را) 
فلا نحتاج إلى إيحاد متجه الخطأ وعوضا عن ذلك نقوم بحساب القيم (*8)« لكل 
6 ح- ۸ ومن ثم جمع هذه القيم مع تحويل (2)© لنجد أن : 

(Wo, Wı, ٠٠١ (زونقا,‎ = (w(8"), w(8°), w(8°),--“,w(8^)) 


= (1Ê, B,8°,1,8*,8*) 
(Eo, E1," , Eg) - 1 0, 1,8,8) 


وبهذا يكون: 


(Co, L1: و‎ Ce) EE (Wo, War", We) L5 (Eo: E1", Eg) 
- 0,3,8, 10,0,0( 


إذنء 3ير + ×م + :84 = (2) 6 وتكون إحداثيات المعلومات هي OED‏ تم لك 
للقارئ التحقق من أن (1,0,0 ,8,8,8 ,86) = » هو متجه (<) 6. A‏ 
مارين 
)",5,١8(‏ أثبت أن (82,1,0,0 ,85,85 ,86) هو متجه 3× + 8×7 + «84 = ()0 حيث 8 
عنصر بدائي في الحقل (6#7)23 المنشأ باستخدام × + ± + 1. 
(55,955) لیکن (68)23 هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود × + ×+ 1. جد 
المصهوفة ا لشفرة 71105 من الطول 7 للفضاء الدالي المكون من جميع 
كثيرات الحدود على (67)23(40 = 5 حيث أساسه هو : 
)أ( م 
(ب) [*×,2,×3٭,×,1]. 


(ج) ,2 


شفرات ريد وسولومن 2 


5555 أثبت أن جميع الشفرات المبينة في التمرين السابق هي شفرات دورية وجد 
كثيرة الحدود المولدة لكل منها. 
(5,5,94) ليكن (68)23 هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود × + ×+ 1. لكل 
من () 6 المبينة فيما يلى » جد المتجه المقابل ونا في الفضاء الدالى. 
)أ( 8×3 + × = (2) 6. 
(ب) *×+ 7× + 1= .G)(‏ 
(5,5,19) لنفرض أن (67)23 هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود 3× + ×+ 1. 
ولنفرض أن 6 عنصر بدائى. جد معاملات كثيرة الحدود ()6 إذا علمت أن : 
() (86,85,82 ,84,0 ,83,8) = ونا. 
(ب) (84,82,8,83,0,86,1) = ونا 
(«؟,5,5) لكل من التمارين (8,؟رك)؛ (كركرك) (۸,را)) استخدم طريقة 


التحويل لحساب نمط الخطأ ومن ثم فك التشفير. 
يل خسار من ثم 


(5,5) خوارزمية بيرلكامب ومايسي 
Berlekamp- Massy Algorithm‏ 
نقدم في هذا البثد خوارزمية بيرلكامب ومايسى لحساب كثيرة حل و د موقع الخطأ 
()” عمعرفة التناذرات (/1)8 = رى حيث 26 + " > زر > 1 + ".هذه الخوارزمية أسرع 
من الخوارزمية التي قدمناها في البند السابق والتي تعتمد على حل النظام الخطي (,5). 
رض أن ox"‏ + ... + * 0_5 + يدر_بق + 1 = .Op(xX)‏ أي أن (#ام6 هى 
عکس 1676156) كثيرة حدودموقےع الخطا (×)ه. ولنفرض أن 
خوارزمية القسمة نجد أن : 
q(x )x***" + r(x)‏ = )x)s(x(مo‏ 


£ ۲ نظرية التشفمر والتعمية 


حيث +2 > (()069)7. ولكن معاملات ٠۰,‏ ,1× في كثيرة الحدود ()5(»*) مه 
جميعها أصفار ومن ثم فإن + > (()069)0. 

تزودنا النسخة («هاءءه۷) التي نقدمها من خوارزمية بيرلكامب ومايسي بكثيرة 
حدود (2*)ءرم قق : 

P,(x)s(x) = 24ج رعد) ,يو‎ + F(2) 

حيث ‏ > ((#)ريظ)469 و ٤‏ > (()::469)1 و 1= (0),ي2 (إن وجد). وهذا 
كاف لكي يكون (*)جه = (×)ء۲. في واقع الأمر مخرج الخوارزمية هو متتالية من كثيرات 
الحدود (): وأعداد صحيحة ,2 تحقق ما يلى : 

إذا كان (×) g,)x(x'"' + ٣,‏ = (2) )2 حيمث ا 5 (():)269 فان 
i - ]8:/2[‏ > ((عم)بط) و2 و إن [20/2 + 1)] - i‏ > (()::)و469. إضافة إلى ذلك تكون 
(),2 تر كا حدم لكثيرة الحدود (*)_ب2 وكثيرة حدود سابقة (*)-.م. 

لنفرض أن : 
ير دع و9 +“ + ند 9 + q(x) = Qo‏ 

وأن : 

Pox"‏ +° + عور + xP) = Po‏ = 0 بم 

ا لخطوة : من الخوارزمية هى حساب (×) » (*),ء الأعداد الصحيحة :2ء 
الدلائل :2 (التي تستخدم لتحديد كثيرة الحدود (») ٨,‏ التي نحتاج إليها إضافة إلى 
(80 لتنفيذ الخطوة التالية). إن إثبات صواب الخوارزمية أمر يسير وسنطلب من 


القارئ إنجاز ذلك ف التمرين ١,2,8(‏ ). 


شفرات ريد وسولومن TEY‏ 


خوارزمية (1.,5,1) [ خوارزمية بيرلكامب ومايسي لإيجاد كثيرة حدود موقع الخطأ ] 

لنفرض أن س كلمة مستقبلة تم تشفيرها باستخدام كثيرة الحدود المولدة ()9 
التي جذورها القوى الحتالية “2م ,...,67*1 لعنصر 8. يتم فك تشفير ۷ بتنفيذ 
الخطوات التالية : 

.171 + 1 > احسب (81) = ,ىو حيث غ2 +71 > ر‎ )١( 

(۲) افرض أن : 

A_)]x( = 1 + يزو يبرق + يبرق‎ + “° + S2 
وبيبرى = (3) 60و‎ + SmaaX + ٠٠١ + Sm 1 
P_)( = x21 


x*‏ = (3) وم 


xX 
افرض أن 1- = ._2 و 0 = 0 و 1- = و2.‎ 
الع ر2 على النحو‎ ¢ P(x) م‎ q(x) توح ارتجاعيا بتعريف‎ 1 > = 2٤ لكل‎ )۳( 
: الكالى‎ 
: )غ0( ادا كان 0 = 0غ فنضع‎ 
q(x) = د/ )بو‎ 
P(x) = 8 


1-1 کا إت 


(ب) إذا كان 0 مه فنضع : 








)يو گل - (م)ږږو) = )رو 
2-10 
وهذه يمكن قصرها لتكون درجتها على الأكثر : -1 - 2 ومن ثم نفرض أن : 
م/م رم شلك - (من)_رم) = P(x)‏ 


الا 2-1 


ونا .21:0 + 2 = ,10 


5١7‏ نظرية التشفير والتعمية 
il, DSB‏ 
خلاف ذلك ,1- ا 

ادا وقع علد + = ع من المخطاء اذاه عملية الإأرسال فنجد أن درجة (×)مه = (×)مر۴ 

تساوي © وأن كثيرة حدود موقع الخطأ هي : 
° + 6271م Par‏ ل “° + Pore + Pore‏ = (عت)ى 

ولا عدد © من الحذور المختلمة. 

لاحظ أن خطوات الخوارزمية لا تقوم بحساب كثيرات حدود الباقي (2):: 
ومع هذا يكون لكثيرات الحدود (21«دم)(*)_و(م)ءيم = (),ن: استخدامات 
أخرى ف عملية فك التشمير. اى ( )۳ = زعا أو (#«)ءوظ - ( r)‏ = (عدام كثيرة 
حدود حساب الخطأ )Errَor Evaluator Polynomial)‏ وذلك لإمكانية استخدامها مع 
()م6 لحساب قيم الخطأ رط إذا علمت مواقع الخطأ ره. فيما يلي بين كيفية إيجاد صيغة 
لحساب رط بدلالة (()م و )٥))(‏ أو (()” و (),,ه). نفرض أن : 


اك 


5)( = Sim 


=0 


عند ید : نرى أ 


ك rm+1‏ 17 = فا b;a‏ ل ( 5 
ا 7 st = ne‏ 0 
وما أن (جميه -1)_؛1[[ = )مه فنفرض أن (×ره - 80(/)1)مه = (مت)رى 
لنحصل على كثيرة الحدود (×)م التي درجتها أصغر من درجة داه 
3 
(يتره ++ “تدرط D‏ = )تممه = (ميام 
j=1‏ 
وبهدا يكون : 


p(ar") = (3جه)2(5جم)ره‎ = > 7 a7 


ولكن 0 = (2جم)ره ما لم يكن = ز ومن ذلك نرى أن (' )"۵ط = (1چ4)م. 


(a)‏ رميره- = aya)‏ - 1( ] يه- = (تهه)وه 


J=1,*k 
: شید أن‎ 
_plar) ١ 


aj OR aa (ay") ١ 


وبا أن 0 = (2ج0)ج5 فمن الممكن اعتبار البسط »»٣)١(‏ عوضا عن ("مه)م 
| ع 


by, = - 


, د‎ 2# 
چو‎ = a71 okay’ 


مثال (5,8,7) 
للأخذ NS Sg aE = SNE ETO‏ = 
67 = وء ,8. بتنفيذ خطوات الخوارزمية (5,8,1) نحصل على : 


q_ı(x) = 1 + Bx + x^ + Fx + Bx" + Fx + Bx 
q(x) = 77 + x + 8° x* + 3ر812‎ + x^ + Bx? 
Ee 
P(x) = x° 
D_, = -1 , وت ,0 = ول‎ = - 1 


نفرض الآن أن 1 = :. ويا أن 0+ 87 = ووه فتحصل من النطوة (##ب) على : 
“م + ےم + “م + 2م 13م + x‏ + 3 = عد/((2) -_و ”8 + (32)مو 
وبقصرها إلى الدرجة 4 = 1 - : - 26 حصل على : 

غير 14م + قي 14م + قير3 1م دعر + 3ق = زع) ره 


P(x) = 1 + د77‎ 
D, = 2 + min{D_,, Do} = 0 


0۰ نظرية التشغير والتعمية 


ولكون 2-1 < ,2 نجد أن 0 = 1-1 = ,2. وبتبني ترميز مختصر لتمثيل كثيرات 
الحدود بكلماتها المقابلة حصل على الجدول التالى : 
qi Pi Di Zz;‏ 1 
1 م د م 5م الم دى 0م 7م ثم 1- 
E 8° 0 -1‏ 8 8 مم 8 8 و 0 
0 1 ٌ8 "8 0 ا 0 g1‏ 8 9 1 


وبتكملة الحدول من 2 = : إلى 6 = 2 = : نحصل على الجدول : 


1 qi Pi Di Zz; 
-1 58م د 7م 5م خدم دي هي تيم يم‎ 1 
8 FF ل 0ب كر عد “تر كير تير “تر تير‎ 
1 83 مم ہے 14م 14م 13م كم‎ 77 1 0 
7 012 8 قم‎ G2 — 8م 0م‎ 2 1 
کک كر کم ام م ي يم م 33و‎ 
4 0 0 6م 10م 0م ال‎ 4 3 
5 0 “م 10م ¢ س‎ 9 
6000 ا م اې ېړ‎ 
: وأخيرا حصل على (2*)» بقراءة («)ء2 = (*),يم عكسيا لنحد‎ 
1 .6)36( = 85 + 8× + × 


فال اقيم 

لتكن )هي الشفرة (9 ,“۸5)2 حيث كثيرة حدودها لا ك هي 
٠-۰ )87 + *(‏ (× + 8)(× + 1) = (×)و والحقل (*67)24 منشأ باستخدام كثيرة الحدود 
“× + × + 1 (انظر الجدول .))١,١(‏ لنفرض أن س هي الكلمة المستقبلة وأن تناذرات س هي : 


8° ت 57 ,8° م نے 8s‏ ,8° ت م 5 83 ,8° 8,82 تت ھ كدي کے 80 


باستخدام الخوارزمية )5,2,١(‏ والترميز المستخدم في المثال (؟,5,85) محصل 
على كثيرة حدود موقع الخطأ على النحو التالي : 


Pi Di 2‏ - 1 : 
1- 1 58 86 86 82 85 83 8° 8 0 م | 
1 0 8 ° 8° 0 م 8 8° 8 0 0 
0 1 ?م كم سد 2م كم تم f‏ 0 0 0 1 
f 8 8° 8 8° 8 3 0‏ )0 0 7 
g٥ 8 6° 82 559 8° 612 5 0‏ 0( 3 
م ¬ 02 0م س 7م 5م 87 810 4 
f 27 4‏ 0 0 12م ثكم س 5م 2م 0 5 
4 813 0 م 12م هم س 5م 8م 6 
4 6 13م مم 013 01 8° 0 7 
4 8 2 0 م ي 5 e‏ 8 
إذن: كثيرة حدود موقع الخطأ هي : 
كر + 133م + 132م + 10م + 313 = ()ی. شر 


ملحوظة 

لاحظ أن قيمة :2 في كل من خطوات الخوارزمية )5,8,١(‏ هي 1-1 أو 1-:2. 
وعليه نحتاج فقط إلى تخزين 4:1 » 3ط » 2-1 2 2-1 ء ء4 + روط ولا نحتاج إلى 
تخزين جميع القيم الأخرى التي تم حسابها سابقا كما هو موضح في جدولي المثالين 
(7؟,5,85) و (5,6,5). ومن الواضح أن ذلك يوفر الكثير من الوقت عند التطبيق 
العملي للخوارزمية ولكن لغرض توضيح الخوارزمية يكون من المناسب وضع جميع 
الحسابات قي جدول واحد. 


0۲ نطرية التشفير والتعمية 


)٠,9,٤(‏ لتكن © هي الشفرة (۸5)2“,9 حيث (× + ×(٠٠٠)8‏ + 008+ 1) = (×)و هي 
كي دوهها ال ا دة وحيث 6۳)2۹ منشأ باستخدام كثيرة الحدود 
4+ + × + 1 (انظر الحدول .))9,١(‏ استخدم الخوارزمية )١,°,١(‏ لإيجاد 
كثيرة حدود موقع الخطأ للكلمات المستقبلة التي تم تشفيرها بواسطة © والتي 
لبا التناذرات التالية : 

yS‏ اتركيم كوي وديف GS‏ توك رركي 

(ي) ##حايين؟تردي 31 دوم ترك يهم ا حوس" حور "ترك ين "ورد 

(ج) 1= ,1 = 1,54 = 1,5 = ية,1 = و15 = 1,5 = 1,5 = ود. 

(د) 83 = ہو ,م = ہو ,م ع پو ,ع = رو ,م = پو ,م = رو ,م = بی ,م = وک. 

(ه) 1= بو ,8 = وو م = وو ,م = ری ,م = وی0 = رو ,8۴ = ,ی ,1م = ود 

(و) 0 = ,8,8 = 0,5 = ,0 = ,8,5 = ;0,8 = 0,8 = 8,8 = ند. 

(5,5,5) [اثبات صواب خوارزمية بيرلكامب ومايسي] 

(آ) أثست اجام أن [2:/2ه] - deg )۶,)×(( > i‏ (الاحظ 1 = (۶,)0). 

(ب) أثبت إرجاعيا أن |532 + م -: > (5 )وة وذلك بعد إثبات أن 

اختيار (0),ه يجعل معامل × في كثيرة الحدود (00:-8,0(4 يساوي صفرا. 

(ج) أثبت أن كون جميع قيم ,2 مختلفة يؤدي إلى أن تكون قيمة على الأقل من 

قيم ,1,2 > ز تساوي على الأقل : واستنتج أن ¡ < ,2 أو ¡ < ,ر0. 

(د) إذا كان +2 < ,يط فأثبت أن + > ((×)ءر۴)وء وأن عدد + على الأقل من 
معامالات (9_)2(*),يم المتتالية تساوى ا (لأنء > ((2)ريماوء2. وهذا يعني أن 

على الأقل + من متطابقات نيوتن المتتالية يحب أن تكون متحققة. 


شفرات ريد وسولومن Yor‏ 
(5,5) الكلمات الممحوة 
Erasures‏ 

الكلمة الممحوة هي خطأ حيث عدد موقع الخطأ معلوم ولكن قيمة الخطأ غير 
معلومة. يمكن معرفة عدد موقع الخطأ من قراءة الإشارة المستقبلة (الإحداثي المستقبل 
لا يشبه الصفر أو الواحد) أو هن بنية الشفرة: على سبيل المثال». لتفرض أن 6 شفرة 
من النوع (85)27,5 وأن 6 التمثيل الثنائي للشفرة 6. ولتكن ٦”‏ هي الشفرة الثنائية التي 
نحصل عليها من © بإضافة إحداثي اختبار النوعية للتمثيل الثنائي لكل إحداثي في كل 
كلمة من كلمات الشفرة 6. 
مثال ١(‏ ,ا 5) 

لنفرض أن © هى الشفرة (85)4,2 المقدمة في المثال (5,7,5). لإنشاء ”© نقوم 
باستبدال الإحداثيات 0ء 1ء 6: 62 في كلمات الشفرة © بالكلمات 000» 101: 011: 
0 على التوالي (الإحداثي الثالث في هذه الكلمات هو إحداثي اختبار النوعية). إذنء 
كلمة الشفرة التي تنتمي إلى © المقابلة لكلمة الشفرة 61066 هي 011101000. 4ك 
تمرين 
)١,1,۲(‏ لتكن 6 هي الشفرة (85)4,3 حيث (× + 6)(× + 1) = (×)و هي كثيرة حدودها 

ا انظ التمريق 00:١,‏ جد جيم لمات الشفره "7 

لاحظ أن كلا من إحداثيات كلمة شفرة 666 حيث 6 هي الشفرة (۸5)2",8 
يتم تمثيلها بكلمة ثنائية من الطول 1 + 7 في كلمة الشفرة المقابلة "6 2*6 ذات الطول 
(1+ 1()7- 27). وبما أن أي إحداثى غير صفري من إحداثيات كلمة الشفرة © يتم 
استبداله بكلمة ذات وزن زوجي في الشفرة © فنرى أن الشفرة 7 تحتوي على 1 - ”2 
كلمة طول كل منها 1 +” ووزن كل منها عدد زوجي. وبهذا نرى أنه إذا كان وزن 
إحدى امجموعات 1- "2 فرديا ق الكلمة المستقبلة "س فيكون قد وقع خطأ في أحد 
الإحداثيات 1+ . عندئذ» يكون باستطاعتنا فك تشفير ”7 على أنها الكلمة س. أي 


3 نظرية الشف وال‎ NOR 


الكلمة التي إحداثياتها في الحقل (27) C۴‏ التي تغابل # إحداقا کل عة ی الح ة2 
وعليه فمعرفتنا بوقوع أخطاء في مجموعة مكوّنة من 1 + ” إحداثيا تقابل معرفتنا بعدد 
موقع الخطأ واحد من س وبهذا يكون هذا الخطأ كلمة نمحوة. 
مغال 5,9 5) 

لتكن ”© الشفرة المقدمة في المثال (",7"). ولنفرض أن 0 100 011 هي الكلمة 
المستقبلة. عندئذء يكون قد وقع خطأ في المجموعة الثانية المكونة من ثلاث إحداثيات ؛ 
(لأن وزن هذه المجموعة فردي) وبهذا يكون "8 عدد موقع كلمة ممحوة. وبما أن هذا 
الموقع في س هو كلمة ممحوة فلستطيع استبداله بالإحداثي 0 (لكي يسهل عملية ايجاد 
التناذرات) وبهذا نقوم بفك تشفير 800 = س إلى أقرب كلمة شفرة من كلمات الشفرة 6 
على اعتبار أن 6 = :© هو عدد موقع الخطأ. A‏ 
مبرهنة (5,5,5") 

لتكن ٤‏ هی الشغرة (15)25,8 المستخدمة في إرسال رسائل. ولنفرض أن س 
كلمة مستقبلة تحتوي على عدد ‏ من الكلمات الممحوة وعدد © من الأخطاء التي ليست 
كلمات ممحوة. إذا كان 1 - 6 > ع + 2# فعندئذ » نستطيع فك تشفير « بشكل صائب. 
البرهان 

لنفرض أن 8 مجموعة مواقع الكلمات الممحوة ولنفرض أن 4 مجموعة مواقع 
الأخطاء. حينئذ» تكون 8 - 4 مجموعة مواقع الأخطاء التي ليست مواقع كلمات ممحوة. 
وإذا كانت : 


+ 8[ | = موه 


ع 
كثيرة حدود مواقع الكلمات الممحوةء فنجد أن : 


لت)اع_يه(ع+)مه = (عدايره. 


شفرات ريد وسولومن م ٢‏ 

لإيجاد مواقع الخطأ نحتاج إلى معرفة جذور كثيرة الحدود (0)و-يه. وإذا كان 
بإمكاننا إزالة تأثير الكلمات الممحوة على التناذرات فحينئذ» نستطيع توظيف الخوارزمية 
"1١‏ 5) أو الخوارزمية ١١‏ ,۵ ,1) لايجاد جذور (*)ج-_مه (بعد تعديل التناذرات). 

لمعرفة التناذرات المعدلة نجرى تعدیلا بسيطا على الخوارزمية (؟ ,5,") فنفرض 
أن غير + 1 Ggl(xX) = Bg + Bx + ... + B,_,x°7‏ وأن : 

.TqpX) = وك‎ + A,X + ... ل‎ A_1 °1 + ° 

وبالطريقة نفسها التي استخدمناها للحصول على (51,5)» نقوم بضرب طرفي 
المعادلة («)م_مه(<*)جه = (2<)ره بالمقدار bra}‏ حيث 1 -08 + ۳ = رع 1 +71 وحيث 
عدم , ٠٠‏ هي أعداد مواقع الأخطاء؛ ثم تعويض ,4ه = × وجمع الطرفين من 1 = ] 
إلى ع + © لنحصل على : 

(Bos; + يبرعرظ‎ + ١.١: + Bg-18j+e-1 + Sj+e)Ao 


( 1,A) 15 تجركو8)‎ + BS + *** + 13j+e + Sj+e+1)A1 + 
u (Bo3j+e 1 B1Sj+e+1 TT e = 0 


وبهذا نجد التناذرات المعدلة بوضع : 
Bos; + B151 + ٠-١ + Be-1Sj+e-1  Sj+e‏ = رد. 
الاحظ أن ر مقادير معلومة لكل ع-1- 5> > 1 + m؛‏ أن رک مقادير 
معلومة لكل 8-1 +" > ز > 1 + :7 وأن ,_.8 + ... + و8 مقادير معلومة. وبما أن 
6-1 > ع + 2e‏ (أي م -1 - 8 > 2) فيكون بامكاننا حل نظام المعادلات الخطية 
(۹ ,1( الذي نحصل عليه من )١,۸(‏ بصورة مشابهة ماما لحل نظام المعادلات الخطية 
الذي حصلنا عليه من ٠‏ لوو على امجاهیل :نك ,۵1,۰ روك. 


| 
Sm+2e 


۴ 7 ساس‎ 
S1 +1 +2 Sm+e 


*© (7.4) 





4 ¥ عه‎ 
Sm+e Srm+e+1 S3201 


۲۵٦‏ نظرية التشفير والتعمية 


نقوم الآن بتعديل الخوارزمية )٠,۳,۲(‏ كما هو مبين في المبرهنة  5(‏ 5,5") لنحصل 
على خوارزمية لفك تشفير شفرة ريد وسولومن التي تحتوي على كلمات تمحوة. 
خوارزمية (5,5,5) [فك تشفير الكلمات الممحوّة في الشفرة (85)27,8 ] 

لتكن ٤‏ هي الشفرة (825)2”,6 ولتكن 666 ولتكن : 

(بد +"( + 3+*87) = (»)و كثيرة الحدود المولدة التي تم ارسالبا 
ولنفغرضص أن س هي الكلمة المستقبلة التي تحتوی على عدد ‏ من الكلمات الممحوة 
حيث أعداد مواقع الكلمات الممحوة هي عناصر المجموعة [يه,٠٠٠,»]‏ = 8. ولنفرض 
أن غير + 1 B,_,x°‏ ل ... + Op(x) = (a, + <2( ٠٠١ (a, + xX) = By + Bx‏ هي كثيرة 
حدود مواقع الكلمات الممحوة. نمحصل على كثيرة حدود مواقع الخطأ 
( )عو( )وت = ايه با اد ۴× + أ ك«ر_يق + ... + × + وك = (×) موت على 
النحو التالي: 

.71+ 1 Sj Sm+ o —1 لكل‎ 5 = W)6( نقوم ساب‎ )١( 

فرق تقوم ساب وبر + 8+1 و8 + د + sî = Bos, + BS‏ لكل 
م - 8-1 +71 >> رع 1 + 111. 

(۳) نجد 4-1 404,٠٠٠,‏ بحل النظام الخطي .)١,۹(‏ 

(5) نقوم بتنفيذ الخطوتين )٤(‏ و (0) من الخوارزمية )٠,۳,۲(‏ لفك تشفير /لا. 
بتوظيف التناذرات المعدلة في الخوارزمية (5,5,8) يكون بمقدورنا تعديل الخوارزمية 
(5,65,9) لإيجاد كثيرة حدود الخطأ في حالة وجود كلمات محوة. 
خوارزمية (5,5,5) [ فك تشفير بيرلكامب ومايسي بوجود كلمات ممحوة] 

لنفرض أن © هي الشفرة (85)27,85 ولنفرض أن : 

د + ).× + "م = (2)م هي كثيرة الحدود المولدة ولنفرض أن س 
هي الكلمة المستقلة. ولتكن تير + ... + Bx‏ + و8 = (يداوه كثيرة حدود موقع اطا 


شفرات ريد وسولومن بان ” 

للكلمة «. يتم تعديل الخوارزمية )5,8,١(‏ لإيجاد كثيرة حدود موقع الخطأ للكلمة س 
على النحو التالى : 

.711 + 1 > نقوم ساب (8)سw = رد لكل 1 - 8 + 72 > زر‎ )١( 

(۲) قوم عساب يبرو + 1هبرو8 + + يبروو8 + Bos‏ = رو لكل 
م - 8-1 +71 > رع 1 + 1211. 

(۳( نضع 1-8- 6+ زي و 5 + له تيون ع + sS‏ + 1 = (2) .و 
qol) = Shr + Sra + °+ S-242 2°‏ 

ونعرّف ()_ظ +( ء 0 ء وطاء و2 كما ق الخطوة (؟) من الخوارزمية 
.)565١(‏ 

(5) نكرر الخطوة (۳) من الخوارزمية )5,8,١(‏ لنجد (*)م_يره مع مراعاة أن : 
تقع في الفترة 1 - 6 > 1 > 1. 

عندئد» تكون كثيرة حدود موقع الخطأ هي Gp(X)G4-p (x)‏ = (تنداره. 
ملحوظة 

لإنهاء عملية فك التشفير توظلف اللنطوة (8) من التوارؤمية (5,9,) وفستخده 
التناذرات الأصلية لإيجاد وبوط, :٠٠.وط‏ ,رط (من الواضح أن (590) هو الآن نظام معادلات 
خطية عدد معادلاته يساوي ع + #). 

نستخدم في الأمثلة التالية الشفرة ”7 لإرسال الرسائل وبهذا يمكن التعرف على 
بعص الكلمات الممحوة من بنية (تركيب) الشفرة. 
مثال "7/١9‏ ") 

لتكن ٤‏ هي الشفرة (6 ,*۸5)2 ولتكن (× + 84) (٠٠‏ + )0+ + 1) = (ت)وى هي 
كثيرة الحدود لماعك استخدمت كثيرة الحدود *× + × + 1 لإنشاء (*2) 67. ولتفرض 
أن الشفرة ”5 هى الشفرة المستخدمة لتشفير الرسائل. فك تشفير الكلمة المستقبلة : 

w' = 11101 11001 00101 00000 00110 10010 ٠-0 


۲0۸ نظرية التشفير والتعمية 
الحل 
عدد موقع الكلمة الممحوة الوحيدة هنا هو 8. ولذا فان × + م = (×)عت. 
نوظف الآن الخوارزمية (5,5,5) لإيجاد كثيرة حدود موقع الخطأ للكلمة : 
0-0 ح-ح w‏ 
حيث وضعنا القيمة 0 للإحداثي المقابل للكلمة الممحوة (إن ذلك يسهل علينا 
حساب التثاذرات). 
?م + w(x) = f" + 8*x* + B°x*‏ 
فنری أن 85 = ,0 = ,8,۶ = رک ,“8 = وک ,8 = پی. وبما أن م = ,8 وأن 1 = ع 
فنجد من الخطوة (۲) أن “م = رو , 3م = وو » 0 = رى » 811 = إ. وباستخدام الطريقة 
المستخدمة في الخوارزمية )5,8,١(‏ مع استخدام التناذرات المعدلة نحصل على : 


1 Pi qi إلا‎ Zz; 
1ت‎ 1 F۴ F۴ 00 كد م‎ 

0 8 8f 0 م‎ 1 0 -1 

1 g0 g9 g11 1 م 1 86م‎ 

7 8" g1 1 01 2 1 

3 2 1 f g۳ 3 2 

3 4 م 11م 1 4 


ونرى أن 7× + 11م + "8 = (ه)و_ره. إذن: 
O4(X) = og(X)0a-p(x)‏ 
زف + :11م + (f + x)(6F‏ = 
x)(8° + x)‏ + 83( + 8( = 


وبهذا تكون أعداد موقع الخطأ هي 8 = ره » 8 = يه » 8 = يه. لإكمال فك 
التشفير نجد الآن رط ء رط » وط بتطبيق الخطوة (۵) من الخوارزمية )٠,,۲(‏ والتناذرات 
الأصلية والصيغة (1,۷) فنجد: 
LF‏ 
fF‏ 63 م 


| با 
j 0‏ = ايط 
3 0 ا كم م 


م دط] 11 1 
°= 8 3 ٌ8 
03 دوا [ 1 0 0 


ويحل هذا النظام نرى أن 87 = وط » 1 ع رط » 812 = ,ط وبهذا يكون فك تشفير 





او 


ج ڪڪ 
سم ت 





: شو‎ w(x) 
cx) = w(x) + e(x) 
¬ (g1٥ + x + x^ 18 لولدم‎ 5 (fx 1 00 4 35م‎ 
جع (داء‎ Gg" g1“ ااا‎ 0 
: وبالتالى ففك تشفير ”۷ هو‎ 
شر‎ .11101 11110 00101 10001 00110 10001 0 


مغال (38/, 5 ") 
إذا استخدمت الشفرة 2 المبينة في المثال (/6,517) لتشفير الرسائل ففك تشفير 
.f(w) = 11101 11001 00101 00100 00110 10010 0-0‏ 
الحل 
كثيرة حدود موقع الكلمة الممحوة هي : 
غير + 8x‏ + 84 = 7× + 83)(< + 8) = (عداءجه. 


ولبدا نقوم بعك تشفير: 
W - 0‏ 


۲1۰ نظرية التشفير والتعمية 

إلى كلمة شفرة من كلمات 6 (مرة أخرى وضعنا القيمة 0 للإحداثي 
المقابل للكلمة الممحوة). بماأن 81×5 + 64م + 8×2 + 10م = (×)س فنرى أن 
5 = و5 ,0 = 8,۶ = ,“8 = وو,*8 = يود. باستخدام الخطوة (۲) من الخوارزمية 
5غ أن مد ودع 8 = = 45.وبيذا صل على : 


i Pi 01 D; 2‏ 
لات 12 1م 6م 10م 1 1- 
1- 0 ير 1م 


0 
1 1 46م 1 08 35م 
2 2 5 1 0 
3 4 5 1 


لا نم يخ نذا 


إذنء × + 8 = (ت)ج_يه. ويكون (× + 867)(+ + *8)(× + 8) = ()مه. وبالتالي نستطيع 
حساب قيمة الخطأ كما في المثال (/ا," ,5). A‏ 

إذا كانت © هي الشفرة (۸5)27,8 فإن مسافة الشفرة "© هي على الأقل 28 
وبهذا فهي تصوب جميع أنماط الخطأ الثنائية ذوات الأوزان التي لا تزيد عن 1- ة. 
سنبين الآن أنه بتنفيذ الخوارزمية (5,6,6) نستطيع إيجاد أقرب كلمة شفرة للكلمة 
المستقبلة إذا كان عدد الأخطاء الثنائية الواقعة أثناء عملية إرسال © لا يزيد عن 1 - 86. 
لرؤية ذلك» نفرض أن » نمط خطأ ثنائي حيث 1 - 8 > «٤)۷(‏ وحيث إن لا يتسبب 
بوقوع عدد € من الكلمات الممحوة وعدد © من الأخطاء التي ليست كلمات ممحوة. 
وما أنه يجب أن يقع على الأقل خطآن في الكلمة 7 ليحدث خطأ في س وهذا الخطأ 
ليس كلمة ممحوة فان 1 - 6 > ع + 26. بتوظيف المبرهنة (5 )١, ١,‏ نرى فك تشفير ملا 
صحيح (ومن ثم فك تشفير 07). أما إذا كانت نتيجة فك تشفير 7 باستخدام الخوارزمية 
(5,5,5) هي كلمة شفرة 6 تبعد بمسافة أكبر من 1 - 6 عن 1 فإننا لا نستطيع ضمان 
أن © هي بالفعل كلمة الشفرة الأقرب إلى . 


قش ات شو ف ۲٦1‏ 
غارین 
(۹ ,1 ,) لتكن © هي الشفرة (5 ,۸5)27 ولتكن (× + *8)(× + *8)(× + x()86‏ + 1) = () و 
حيث استخدمت كثيرة الحدود + × + 1 الإنشاء (67)23. فك تشفير كل 
من الكلمات المستقبلة التالية التي تم تشفيرها باستخدام الشفرة © والخوارزمية 
(5؟1 ١,‏ ). 
(أ) 0000 0000 1001 0011 1111 1010 1011. 
(ب) 1001 0011 1010 0011 1000 0000 1011. 
(ج) 0101 1100 1100 1100 0000 1000 0101. 
(د) 0000 1001 0111 1101 1011 1010 0000. 
)55,1١(‏ استخدم الشفرة © المقدمة في المثال (/5,51) والخوارزمية (5,5,5) لفك 
تشفير الكلمات المستقبلة التالية : 
(أ) 00-00 10100 10100 10100 11110 00111 11010 11110 11101. 
(ب) 0-٠-0‏ 00101 10001 00000 11011 11111 01010 00000 11000. 
(ج) 000 10100 11101 10100 00101 10000 10000 10000 00000. 
ا يام لكان ٤‏ هي الشفرة (85)2*,7 ولتكن (× + 86) (٠٠١‏ + 8) = (x)و‏ كثيرة 
الحدود اا المحدود *× + ×+ 1 لإنشاء الحقل 
6۴)29. فك تشفير الكلمة المستقبلة التالية إذا علمت أن الشفرة التي 


.01011 11011 10001 11011 01001 11101 11110 10000 0.-0 


الفهبل سان 


شفرات تصوبب الأخطاء الاندفاعية 
Burst Error-Correcting Codes‏ 


(۹, ۷ مقدمة 
Introduction 7‏ ' 
لغاية الآن كان اهتمامنا منصبا على تصميم شفرات تصويب أخطاء موزرّعة عشوائيا. 
ولكن هناك بعض القنوات التى تسمح بحدوث أخطاء قريبة من بعضها بعضا. على 
سبيل المثال؛ من الممكن أن يكون مصدر التشويش على قرص مدمج هو خدش على 
ذلك القرص ومن ثم فجميع الإحداثيات الواقعة على ذلك الخدش قد تبدلت أو قد تم 
مسحها مما يتسبب بمجموعة من الأخطاء القريبة بعضها من بعض. كما أن بقع ضوء 
الشمس تتسبب في وقوع أخطاء قريبة من بعضها بعضا في الرسائل المرسلة من الأقمار 
الصناعية إلى الأرض. تُسمى مثل هذه الأخطاء التى تحدث بهذه الصورة أخطاء 
اندفاعية (أو أخطاء مفاجثة). 
لنفرض أنه يمكن تحليل كثيرة الحدود ٠)0‏ المقابلة للكلمة ٠‏ على النحو 
e)×( = *6')(‏ حيث 1 = (0)"ء. عندئذ» نقول إن طول اندفاع (Burst Length of e) e‏ 
هو 1+ (()'469)6. وبهذا فطول الاندفاع هو عدد الإحداثيات من أول وقوع 
للإحدائي 1 في © إلى آخر وقوع للإحداثي 1 في ©. 


TIT 


١ 5 :‏ نظرية أاجة . : وال 1 


هناك مفهوم مرادف وهو طول الاندفاع الدوري (Cyclic Burst Length)‏ 
لكلمة © حيث يكون طول الاندفاع الدوري للكلمة ”6 يساوي ) إذا كانت الدرجة 
الصغرى لكثيرات الحدود ("× + 07:001() ع حيث 1 -7,:-0,1,0 = / هي 1 - 6. 
مثال )۷,١,١(‏ 

لنفرض أن 7 = ۸ وأن 0101100 = م. عندئذ: 

( ° × + شير + x" = x)1‏ + ذير ل x‏ = (عد)م 

وبهذا تكون × + × + 1 = (×)'ع و 1= (0)'ءع. إذن2» طول اندفاع © يساوى 
4 = 1 + 3. (لاحظ أنه من الممكن الحصول على طول الاندفاع بعد الإحداثيات بين 
أول وقوع للإحداثي 1 وآخر وقوع للإحداثي 1 في الكلمة ©). لايجاد طول الاندفاع 
الدوري يتوجب علينا حساب (× + 1:001)()ء"* لكل 6,:---,0,1,2 = ۸ وإيجاد كثيرة 
الحدود الأصغر درجة من جوا مق السيل ان و أن (7× + 1 هي كثيرة 
الحدود الأصغر درجة ودرجتها تساوي 3. إذن» طول الاندفاع الدوري 6 للكلمة ء 
يحقق 3 = 1 - ]. وبهذا يكون 4 = ]. 
أما إذا كانت (*× + 91 = *× + 1 ++ 1000100 = ء فنرى أن طول الاندفاع للكلمة ۾ 
هو 5 = 4+1 ولكن (7<+ 001:) 3 + 1 = (*× + 23)1 هي كثيرة الحدود الأصغر 
درجة ومن ثم فطول الاندفاع الدوري للكلمة © هو 4 - 1 + 3 - ]. 4 

لحد الآن افترضنا أن نمط الخطأ الأرجح وقوعه هو نط الخطأ ذو الوزن الأصغر 
حيث بنينا هذا الافتراض على أساس أن الأخطاء مستقلة بعضها عن بعض. ولكن 
الوضع مختلف في معظم التطبيقات الحقيقية» ولبذا يتحتم علينا تغيير إستراتيجية 
تصويب الأخطاء. 

عند استخدامنا طريقة :841 للشفرات الخطية » اخترنا نمثل المجموعة المشاركة 
ليكون الكلمة ذات الوزن الأصغر في تلك المجموعة المشاركة واعتبرنا أن هذه الشفرة 


شفرات تصويب الأخطاء الاندفاعية ۲10 
تصوب الأخطاء من النوع + عندما تقع جميع الكلمات التي وزنها لا يزيد عن + في 
مجموعات مشاركة مختلفة لتلك الشفرة. ولكن لمعالجة تصويب الأخطاء الاندفاعية› 
نختار مثّل المجموعة المشاركة لنمط الخطأ ليكون الكلمة ذات الطول الاندفاعي الأصغر 
بين كلمات تلك المجموعة المشاركة. ولبذا نقول إن الشفرة الخطية تصوب الأخطاء 
الاندفاعية من النوع 4 Error Correcting Code)‏ أوساظ-6) إذا وقعت جميع الكلمات 
التي طولها الاندفاعي لا يزيد عن 6 في مجموعات مشاركة مختلفة لتلك الشفرة. بصورة 
عامة» إذا كانت 6 تصِوّب أخطاء من النوع ٤‏ وتصوب أخطاء اندفاعية من النوع ) فإن 
> : (لماذا ؟) ومن الممكن أن تكون هذه المتباينة فعلية (انظر التمارين (9,8,/!): 
(1,5,/ا)ء (۷,,۷)). بصورة مماثلة نقول إن الشفرة الخطبّة تصوب أخطاء اندفاعية 
دورية من الو اخ # )6-Cy¥elic Burst Error Correcting Code)‏ إذا وقعت جميع الكلمات 
التي طولبا الاندفاعي الدوري لا يزيد عن ] في مجموعات مشاركة مختلفة لتلك الشفرة. 
مثال ١,7١‏ ,/ا) 

اعتبر جميع أغماط الأخطاء الاندفاعية الدورية غير الصفرية التي طولها لا يزيد عن 3 
في ۸. كل نمط خطأ من هذه الأماط هو على الصورة (×)'ء“× = (×)ع » 14, :0,1,0 = ) 
حيث 21 + × + 2,1 + 2,1 + 6')©0641,1. ولبذا يكون عدد أنماط الأخطاء هذه هو 
60 = 15 × 4. ش 
مثال ( ١,‏ ,۷) 

افرط ر كيس وات ددم ده لشفرة خطية 
دورية من الطول 15 والبعد 9. من الواضح أن هذه الشفرة لا تصوّب 3 أخطاء ؛ وذلك 
لوجود 576 كلمة من وزن لا يزيد عن 3 وعدد المجموعات المشاركة يساوي 64 
فقط. ولكن عدد أنماط الخطأ التى طول اندفاعها الدوري لا يزيد عن 3 يساوي 61 
(انظر المثال (؟,١,/)).‏ ولذا من المحتمل أن تصوب هذه الشفرة أخطاء اندفاعية 


5 نظرية التشفير والتعمية 
من النوع 3 (في الحقيقة هي كذلك؛ انظر التمرين .))9/,١,5(‏ حيث يمكن التحقق 
من ذلك بحساب تناذرات ((9)2 7:04)(+)'8*< ؛ 14, 0,1,١:‏ = حيث 
[2جعر + +x‏ 2,1يد + 1 ,عد + .e'(x)e{1,1‏ >" 
تمارين 
)۷,١, ٤(‏ تحقق من أن أغماط الأخطاء الاندفاعية الدورية ذات الطول 3 في ۸ تنتمى 
إلى مجموعات مشاركة مختلفة للشفرة المقدمة في المثال .)۷,١,۳(‏ 
(۷,۱,۵) أثيت أن قر + *× + × + 1 = (x)و‏ تو لد شهرة خطية دورية ٤‏ من الطول 15 
وتصوب أخطاء اندفاعية دورية من النوع 2. هل تصوب © أخطاء من النوع 2 ؟ 
(1 ,۷,1( ثبت أن 6ير + تير + شير + glx) =1+x*‏ ا شغرة خطبة دورية ٤‏ من 
الطول 15 وتصوب أخطاء اندفاعية دورية من النوع 3. هل تصوّب © 
أخطاء من النوع 3 ؟ (إرشاد: استخدم حد هامينغ). 
(۷,۹,۷) أثبت أن × + 7× + كير + شع + 1 = )و تولد شفرة خطية دورية من 
الطول 15 وتصوّب أنماط أخطاء من النوع 2 وتصوّب أيضا أنماط أخطاء 
اتدفاعية دورية من النوع 4. 
إذا كانت الشفرة © تصوب أخطاء من النوع ٤‏ وتصوب أخطاء اندفاعية من 
النوع © فلقد لاحظنا سابقا أن غ < 6. تقدم لنا المبرهنة التالية عدا أعلى لقسلا من السك 
تقديم حد أعلى أفضل من الحد الأعلى الذي تقدمه المبرهنة (انظر التمرين ))۷,١,٠١(‏ 
ولكن الحد الأعلى الذي تقدمه هذه المبرهنة يفى بالغرض. 
مبرهنة )٠/,١,/8(‏ 
إذا كانت © شفرة خطية من الطول ١"‏ والبعد # وتصوب أخطاء اندفاعية من 


النوع ) فإن ح [<n‏ 


شفرات تصويب الأخطاء الاندفاعية 1Y‏ 


البرهات 

لنفرض أن © شفرة خطية من النوع )١.۸(‏ وتصوّب أنماط أخطاء اندفاعية من 
النوع 6. عندئذء تقع جميع أغاط الأخطاء الاندفاعية ذات الطول الذي لا يزيد عن ۲ في 
مجموعات مشاركة مختلفة. من ذلك نرى عدم وجود كلمتين حيث أول ] من إحداثيات كل 

منها يساوي 1 بحيث تقعان في جموعة مشاركة واحدة. ولكن عدد هذه الكلمات يساوي *2. 

ومن ثم عدد المجموعات المشاركة هو على الأقل “2. وبهذا يكون / - ۸> ]. 3 

تمارين 

(۷,1,۹) قق من أن الشفرات المقدمة فى التمارين (١,١,۷)ء‏ (١,١,۷)ء )۷,١,۷(‏ 
تحقق الحد الأعلى المقدم في المبرهنة .)۷,١,۸(‏ 

)۷,١,٠١(‏ إذا كانت © شفرة خطية من النوع (2,8) وتصوب أنماط أخطاء اندفاعية 
من النوع © فأثبت أن ۸(/2 - 2) > ؟ [إرشاد: أثبت إمكانية كتابة أي غط 
خطأ اندفاعي من الطول 2# كمجموع نمطي خطأ بطول اندفاعي ١‏ > ,© 
و6 > :© على التوالى ومن ثم أثبت أن © € يه + يه]. 

إذا كانت © شفرة خطية دورية فتوجد خوارزمية فك تشفير فعالة لتصويب 
أغاط الأخطاء الاندفاعية الدورية. لنفرض إذن أن © تصوّب أنماط أخطاء اندفاعية 
دورية من النوع ) ومولدة بكثيرة حدود (×)و من الدرجة » - 8. من النقاش المقدم قبل 

الخال (7," , 5 ) نرى أن : 

7 In-k 


177 1 
1+ج |7 0 0 سل H‏ 


7712-1 
ش‎ F 
11-1 


هى مصفوفة اختبار النوعية للشفرة ٤‏ حيث 2-1 > : > 1 » 7 هى الكلمة 
من الطول ۸-۸ التى تقابل كثيرة الحدود (()و 200):* = (*). ولقد بينا أيضا 


۹۸ نظرية التشفير والتعمية 
(باستخدام المصفوفة 8) أنه إذا كانت (*)ء + (*)ء = (×)س هي الكلمة المستقبلة فيكون 
التناذر للكلمة (×x)س‏ جه بن هو : 

wH = s + s(x) = w(x)(mod (20)و‎ 

الحقيقتان التاليتان هما السبب الذي يجعل استخدام € و 8 فعّالا عند فك تشفير 
آغاط الأخطاء الاندفاعية الدورية : 

)١(‏ إذا كان (#)ع جب ه فط خطأ طوله الاندفاعي لا يزيد عن 8 فنرى استنادا إلى 
المبرهنة )۷,١,۸(‏ أن م - ۸ > 6. ولذا يوجد ¡ » في الفترة ۸-1 > ؛ > 0 بحيث تقع جميع 
الإحداثيات 1 من الإزاحة الدورية ,ع للكلمة ع ف البداية (أي أن بع + x'e(x)(mod1 + x")‏ 
ذات درحة أصغر من £( 

(۲) من السهل حساب تناذر الازاحة الدورية ,س للكلمة س لأن : 


لاا = 5 
x"))modg (x)‏ + 2001) (عد) ساءد) + 


(1 + x" تقسم‎ 9)X( اين‎ ( = x'w(x) (modg(x)) 
= x's(x)(mod g(x)) 


ولبذا يكون تصويب الخطأ ۾ + » = س على النحو التالى : 

لكل ¡ . 2-1 > : > 0 نقوم ساب التناذرات (()9 0()7104)وأمر ج> ,کی 
للكلمة ١:‏ بالتالي حتى نجد واحدا وليكن رد يحقق 1 > ((469)5,02 حيث استخدمنا 
الحقيقة (؟) في هذه الحسابات. الآنء با أن أول ۸ - ۸ من صفوف 8 هي المصفوفة 
امحايدة فنرى أن تناذر الكلمة 5,00٠0000‏ = ره (التى نحصل عليها من رد باضافة # من 
الأصفار إلى رئ) هو رد = /#رك. وبما أن ٤‏ دورية فتعلم أن ر۴ + هت = ۷ حيث 6 هي 
كلمة الشفرة التي حصل عليها من الد زاحة ر الدورية للكلمة ع. ومن ثم نستطيع إز زاحة رع 
إلى الخلف بعدد رمن الإزاحات الدورية لنحصل على م ح ©. وهذا هو نمط الخطأ 


الاتدفاعي النوريي. من لاف خضل على الختوارؤهية انايد 


شفرات تصويب الأخطاء الاندفاعية ۲1۹ 

خوارزمية )۷,١,١١(‏ [فك تشفير أغماط أخطاء اندفاعية دورية ] 

لنفرض أن س كلمة مستقبلة تم تشفيرها باستخدام شفرة خطية دورية تصوؤب 
أغاط أخطاء اندفاعية دورية من النوع ] حيث (×) 9 هي كثيرة حدود ا للشعرة. 

)١(‏ احسب كثيرة حدود التناذر ((3) 9 7:04)(*) ا = (×)ء. 

(۲) لكل 0 < ¡ » احسب ((9)2 15)()7:04* = (*),رد حتى نجد كثيرة حدود 
تناذر (#«ارة حقق 1 - + > ((<),ى) وع0. 

عندئذ» يكون نمط الخطأ الاندفاعي الدوري الأرجح وقوعا هو: 

.e(x) = x" s(x) (mod1 + x") 

مثال )۷,١,۱۲(‏ 
لنفرطن أن تير + + ع ين +1 = )ن كثيرة حدود 5 لشفرة خطية 
دورية من الطول 15 وتصوب أغاط أخطاء اندفاعية دورية من النوع 3. استخدم الخوارزمية 
)۷,١,١١(‏ لفك تشفير الكلمة المستقبلة 111100100001010 على افتراض أرجحية 

وقوع أنماط أخطاء اندفاعية دورية. 
الحل 
x(( 0310)‏ )و x11 + x1 nod‏ + قير + ° x‏ + قير + s(x) = 1+ x‏ 


SLEEP EE 
s(x) = xs()(mod كير + شير + تير + + + 1 = ((2)و‎ (۲( 
s(x) = x*s(x)(mod g(x) ) = 1 + x + x* + قمر‎ 
sو(%)‎ = x*s(x)(mod g(x)) = 1 + كير + تير‎ 
s4)x) = x*s(x)(mod g(x)) = 1 + قير‎ 
: وإن ۴-1 > 2 = ((#8)يرة)و»4. إذنء غط الخطأ الأرجحي هو‎ 
e(x) = x"54s,(x)(mod(1 + x*3)) 


13 نذا ب 


نا نظرية التشفر والتعمية 
ومن ثم تكون كلمة الشفرة الأرجح هي : 
6ير + دير + شير + c(x) = w(x) + e(x) = 1 + x‏ 
.111100100000000 +4 نك 
تمارين 
(115,) لشرض أن “ير + ×+ ذير + بير + 1 = (×)و كثيرة حدود اده لشفرة 
خطبية دورية )6 من الطول 15 وتصوب أنماط أخطاء اندفاعية دورية من 
النوع 3. فك تشفير كل من الكلمات المستقبلة التالية التي شفرت بواسطة 


الشهرة : 
() 101101110001000 (ب) 001101100010101 
ع 100110101010011 (د) 101101000010111 


(ه) 000000111110000. 
١,١ 5(‏ ,۷) افرضص أن فير + “د + *× + 1 = ()م كثيرة حدود ا لشفرة خطبة 
دورية 6 من الطول 15 وتصوب أغاط أخطاء اندفاعية دورية من النوع 2. 
فك تشفير كل من الكلمات المستقبلة التالية التى شفرت بواسطة الشفرة 6: 
(1) 010101000010010 (ب) 011010010010100 
(ج) 001101000000100 (د) 000100010100101 
(ه) 000000011111001. 
تتمتع شفرات ريد وسولومن بقدرة جيدة على تصويب الأخطاء الاندفاعية. 
تذكر أنه إذا كانت © هي الشفرة (85)27,5 فإن 6 هي التمثيل الثنائي للشفرة © (انظر 
الخال "١‏ ,؟ ,ا)). 
مبرهنة ١,١ 5١‏ /7) 
لتكن 6 هي الشفرة (1 + غ۸5)2,2. عندئذء © شفرة تصوب أنماط أخطاء اندفاعية 


من النوع © حيث 1 + (1 -غ)7 < 8. 


شفرات تصويب الأخطاء الاندفاعية ۷1 
البرهات 
يتتح عن أي نمط خطأ اندفاعي » طوله لا يزيد عن 1 + (1 - ٣)٤‏ كلمة م + 6م = @ 
حيث * > (4)0,6. إذنء» يكون فك تشفير /لا هي كلمة الشمرة (1 + غ+115)2”,2ع6. 
وبهذا تكون 66 هي أقرب كلمة شفرة للكلمة ®. 9 
تستخدم شفرات ريد وسولومن في الأقراص الممغنطة حيث تتسبب الخدوش 
على القرص بحدوث أخطاء اندفاعية. كما أنها تستخدم أيضاأ في الاتصالات الفضائية 
من قبل N۸48۸‏ و 854 حيث تتسبب بقع ضوء الشمس بحدوث أخطاء اندفاعية أثناء 
عملية الإرسال التي تكون على شكل موجات كهرومغناطيسية. وقي كلتا الحالتين 
يفضل أن نفترض أن الأخطاء التي وقعت هى أخطاء اندفاعية وليست أخطاء عشوائية. 
مغال )/,5١,١5(‏ 
تصوب الشفرة (۸5)8,5 المقدمة في التمرين (/,5,7) جميع الأخطاء الاندفاعية 
التى طولہا لا يزيد عن 4 = 1 + (1 - )”. نر 


(۷,۲) التوريق البيني 
Inte rleaving’‏ 

إحدى طرق تحسين قدرة الشفرات على تصويب الأخطاء الاندفاعية هى استخدام 
تقنية التوريق البيني حيث تكمن فكرة هذه التقنية باعادة ترتيب إرسال إحداثيات كلمة 
الشفرة. الطريقة التي اتبعناها حتى الآن في إرسال الرسائل :--,721,77:2 كانت عبارة عن 
تشفير هذه الرسائل إلى كلمات شفرة مقابلة ٠.٠,»..ه‏ ومن ثم إرسال كلمات الشفرة 
واحدة بعد, الكخرص بهذا الت لق ف الان أننا ا اشعار اول د كلا عن 


6 المترجمان : الت جمة الخرفية للكلمة interleave‏ شي يورق بينيا. 5 يتشع ورقة بيضاء بين ورقتى کات 
ولبذا نرى أنها ترجمة مناسبة لموضوع هذا البند. 


۷۲ نظرية التشفير والتعمية 


كلمات الشفرة ثم بعد ذلك قمنا بإرسال أول إحداثي من كل كلمة من هذه الكلمات؛ 
بعد ذلك قمنا بارسال ثاني إحداثي من كل كلمة من هذه الكلمات وهكذا. وبمجرد 
الانتهاء من إرسال الإحداثيات التي عددها ك" من أول 5 كلمة من كلمات الشفرة 
بالترتيب المبين نقوم باختيار مجموعة جديدة من كلمات الشفرة عددها 5 ونكرر عملية 
إرسال الإحداثيات بالترتيب نفسه للمجموعة الأولى. وهكذا إلى أن ننتهي من عملية 
الإرسال. تُسمى إعادة ترتيب إحداثيات كلمات الشفرة بهذا الأسلوب» التوريق البيني 
بعمق 5 (5 .(Interleaving to Depth‏ صياغة التوريق البينيى لكلمات الشفرة 
© لعمق 5 على النحو التالى : 
لكل 0,12,٠٠١‏ = ا نقوم بإرسال إحداثيات كلمة الشفرة بالترتيب التالي : 
Tl‏ روجى© ,°° Cis+ss 2 °°", Cig+11‏ "°° رك رهبئز© رك Cig+1,‏ ب1 بعبئت© , .Cis+1 Û, Cis+2, 1,٠"‏ 
ولتسهيل رؤية عملية الإرسال هده نشوم بكتابة كلمات الشغرة وبىء ٠٠١,‏ .دجئ6 
على شكل صفوف (انظر الجدول ))۷,١(‏ ثم ارسال الإحدائيات عمودا عمودا. 


الجدول .)۷,١(‏ توريق بيني لعمق 5. 


Cis+11 is+12 is+13 °" Lis+1n 
Lis+2,1 Cis+22 is+23 ع‎ Cistan 


Cis+s1 Fis+s2 Fis+s3 °" Cistsn 


مغال (۷,۲,۱) 





. [0 1 1 0 0 1 
نكن © شفرة خطية ذات مصفوفة مولّدة |1 : 0 : : = 6. إذا لم يستخدم 


التوريق البيني فيتم ارسال كلمات الشفرة التالية : 
1 = ر ,100110 دع 
0 = عه ,010101 دي 
Cg = 0‏ ,111000 = بع 


شفرات تصويب الأخطاء الاندفاعية “ا 7 


كلمة بعد الأخرى ومن ثم فإحداثيات الشفرة تُرسل بالترتيب التالي : 
0 100110 010101 111000 010101 100110. 

أما إذا استخدمنا التوريق البيني لعمق 3 فنقوم بإرسال الإحداثيات الأولى من 
كلمات الشفرة وء,يء,ت أولا (أي 101) وبعد ذلك تُرسل الإحدائي الثانية من كلمات 
الشفرة و٤‏ ,يع ررح (أي 1) وهكنذا. و بهذا يتم إرسال إحداثيات الكلمات و٥‏ ,ر c,‏ على 
النحو التالى : 

4 .011 101 001 110 010 0 

ما هو تأثير التوريق البيني لعمق 5 على قدرة تصويب الشفرة 6 لأنماط الأخطاء 
الاندفاعية؟ لرؤية ذلك» نفرض أن ترتيب إرسال الإحداثي الأول من كلمة الشفرة ‏ 
هو 1. حينئذ » تكون مواقع بقية إحداثيات الكلمة ع هي 1(5 -2) + 1, 25,٠٠:‏ + 5,1 + 1. 
لنفرض أن © شفرة تصوب أخطاء اندفاعية من النوع 6. إذا استخدمنا التوريق البيني 
لعمق 5 للشفرة © فترى إن 5 اندفاع لالأخطاء أثناء عملية الإرسال طوله لا يزيد عن 5# 
ينتح عنه نمط خطأ اندفاعي في كلمة الشفرة © طوله لا يزيد عن ۲ء وبهذا يكون فك 
تشفير » صحيحا بحالة عدم وجود أنماط أخطاء اندفاعية أخرى تؤثر في ». ويهذا نكون 
قد برهنا النتيجة التالية : 
مبرهنة 7١‏ 7,/ا) 

لتكن © شفرة تصوّب أنماط أخطاء اندفاعية من النوع 6. إذا تم توريق 6 بينيا 
لعمق ؟ فانه يتم تصويب جميع أغاط الأ خطاء الاندفاعة التي طولبا لا يزيد عن 5# 
بافتراض أن كل كلمة شفرة تآثرت على الأكثر باندفاع أخطاء واحد. 2 
ملحوظة 

إن الشرط الاحترازى بعدم ار كل من كلمات الشمرة بأكثر من اندفاع واحد 
من الأخطاء يفترض وجود مسافة كافية بين كل نمطين من أنغماط الأخطاء الاندفاعية 


TVê‏ نظرية التشفير والتعمية 
أثناء عملية الإرسال لتجنب تأثير نمطين من الأخطاء الاندفاعية على قالب واحد طوله 5 
من كلمات الشفرة. ولبذا فان اختيار عدد كبير 5 يزيد من ضمان تصويب أغاط 
الأخطاء الاندفاعية تحت شروط المبرهنة (۷,۲,۲)ء كما أنه يضمن وجود مسافة كافية 
بين أنماط الأخطاء الاندفاعية أثناء الارسال. 
مثال ,۲ ,۷) 
تصوّب الشفرة 6 المقدمة في المثال )۷,۲,١(‏ خطأ واحدا. إذا تم توريقها بينيا لعمق 3 
فهذا يزيد من قدرتها بحيث تستطيع تصويب أغاط أخطاء اندفاعية من الطول 3. له 
تمارين 
)۷,۲,٤(‏ شفر الرسائل 1000 - ,5 » 0110 = ينم 1110 = و ؛ 0011 = يدم : 
0 =" › 0001 = 4. حا أيضا الإحداثيات المرسلة إذا تم توريق 
الشفرة لعمق 5 حيث : 


00 


0100101 
0010011 


0001111 
(0 1= 5$ (ب) 2 = ؟ (ج) 3 = 5. 


(۷,۲,۵) ذكرنا ف المثال )۷,١,۳(‏ أن كثيرة الحدود 6ج + 3× + ×+ بر + 1= g)x(‏ 
تولد شفرة خطية دورية 6 من الطول 15 ولها القدرة على تصويب أغاط 


أخطاء اندفاعية دورية من النوع 3. استخدم المصفوفة 6 المولدة للشفرة 6 : 
0 
f =‏ 


011110010000000 
00000001 
لتشمير الرسائل 1 = ()ر" ؛ “× = ()رm‏ × + 1 = (x)وm‏ ؛ 
+1 = ()ص ء تب = ()و" » 1 = (). جد الإحدائيات المرسلة 
إذا تم توريق 6 بينيا لعمق 5 حيث : 
() 1= 5 (ب) 2 ع 5 (ج) 3 - 5. 


شفرات تصويب الأخطاء الاندفاعية Y0‏ 
في كل من قيم 5 المعطاةء استخدم المبرهنة (7,7,57) لتجد أي أنماط أخطاء 

اندفاعية تستطيع الشمرة تصويبها. 
أحد عوائق التوريق البينى لعمق 5 هو ضرورة تشفير عدد 5 من كلمات الشفرة 
قبل الشروع في إرسال أي منها. للتغلب على هذا العائق نستخدم الاطار المؤجل للتوريق 
البيني من النو اخ 5 Delayed Interleaving)‏ ameا۴-s)‏ ؛ ودلك بسرد إحدائيات كل من 
كلمات الشفرة كما هو مبين في الجدول (۷,۲) (قارن ذلك مع الجدول .))۷,١(‏ ومن ثم 
نقوم بارسال الإحداثيات عمودا عمودا. يحتوي صفيف الحدول (۷,۲) على عدد ۸ من 
الصفوف. لكل كلمة شفرة 2 يوجد إحداثي واحد فقط رت في الصف ز (2 > ؛ > 1) 
حيث «بز» تقع في الصف الذي يقع مباشرة أسفل الصف الذي يقع فيه الإحداثي ر 


وتبعد عدد 5 من الأعمدة عن العمود الواقع فيه الإحداثي رن (1 -2 > زك 1). 


الجدول (7/,7). اطار مؤجل للتوريق البيني من النوع 5. 


1+و(1 سواط °° وجبووط ‏ 25+11 "5+21 C511‏ “*** 611221 


612 2022 ”"* Ls+12 جبو6‎ 2 °" kn-278+2 
13 C23 مد‎ 3413 
61111 


من الواضح أن استخدام الاطار المؤجل للتوريق البيني من النوع 5 يحتاج إلى 
بعض التحضير ؛ لأنه إذا كان 1 < 5 فإن العمود الأول من الجدول (7,/) يحتوي فقط 
إحدائيا ET‏ هو »٠.‏ ولضمان وجود عدد ۸ من الإحداثيات في كل من أعمدة 
الحدول )۷,٣(‏ نقوم بوضع الإحداثي 0 في ا ا الخالية من الإحداثيات. المثال 
التالي يوضح ذلك مع ملاحظة وضع 25206 عن 0 في المواضع الخالية ؛ وذلك 
لتفريقها عن الإحداثي 0 من كلمة الشفرة. 


۲۷٦‏ نظرية التشفير والتعمية 
مغال ( ,۲ ,۷) 

لتكن »,٠.د‏ ,وء هى كلمات الشفرة المبينة في المثال .),۲,١(‏ إذا استخدمنا 
إطارا مؤجلا للتوريق البيني من النوع 1 فيكون الجدول (۷,۲) على النحو التالي : 


ر ې ېج چ ج غن 
© © چ چچ چچ ېچ 
نم شم اتح پټ 36 ع3 
يغ لخم لیے ذم پټ 362 

م قم ا غم ممعم ا فم 
مراص یم تج نم 
خم کک لے لے 

شم 

ص 


3 


حيث قمنا بداية بوضع * في المواقع الخالية من الأعمدة. ومن ثم يتم الإرسال على 
النحو التالي : 
لد *## 01001 عدف 110 ف #kKX# (Û‏ 1 
أما إذا استخدمنا إطارا مؤجلا للتوريق البيني من النوع 2 فيكون الجدول (۷,۲) 
على النحو التالي : 


1 0 1 60 1 1 

# * 0 1 1 1 Û0 1 ءءء‎ 

#F #۴ «* O0 O0 1 O0 0 1‏ هه 

0 1 1 0 1 1 * د * #F‏ د ند 

 * 1 0 0 0 1 0‏ # ا د د د د د 

0 0 1 0 1 0 8 #۳ # ضغ ¥ عد عد ع عد 


ومن ثم يتم الإرسال على النحو التالي : 
Û ++ +++ 1Û +++ 01 »+* 110 +t ..-‏ +++ ++ 1 نر 


شفرات تصويب الأخطاء الاندفاعية YY‏ 


المبرهنة التالية هي رديف المبرهنة (1/,7,7) في حالة استخدام اطار مؤجل للتوريق 
ال ن الود 
مبرهنة ( ۲,۷ ,۷) 

لتكن 6 شفرة تصوّب أخطاء اندفاعية من النوع 6. إذا كانت © تستخدم إطارا 
مؤجلا للتوريق البيني من النوع 5 فإن 6 تصوّب جميع الأخطاء الاندفاعية من النوع 
(1 +158 بشرط أن تكون كل كلمة شفرة قد تأثرت على الأكثر باندفاع واحد من 
الأخطاء. 
غمارين 
(۷,۲,۸) استخدم إطارا مؤجلا للتوريق البيني من النوع 5 وكلمات الشفرة المقدمة في 

التمرين (5,؟,/) لايجاد الإحداثيات المرسلة عندما يكون 


.5 > 2 ب‎ ID 
إذا استخدم اطار مؤجل للتوريق البينى من النوع 0 فما هى الإحداثيات‎ (۷,۳,۹( 
المرسلة ؟‎ 


Ny الممرهنة‎ EN 

عند التطبيق العملي تستخدم شفرتان لتشمير الرسائل. على سبيل المثال؛ 
تستخدم شفرتان لتشفير النغمات الموسيقية على الأقراص الممغنطة (انظر البند (۷,۳)) 
والشفرتان هما شفرات ريد وسولومن. كما تستخدم كل من شدخلا و 854 شفرتين 
إحداهما شفرة ريد وسولومن والأخرى شفرة تلاف (انظر البند (۸,۲))ء وكما 
سنرى الآنء يلعب التوريق البيني لعمق 5 أهمية خاصة في مثل عمليات التشفير هذه 
المكونة من خطوتين. 


۷۸ لطر ا وا 


افرض أن 6 شفرة خطية من النوع )٠,k..4,(‏ و 62 شفرة خطية من النوع 
K2, 42(‏ ,12). يتم استخدام التوريق البيني في تشفير ,6 و 62 على النحو التالى : 

قف الرسائل أولا باستخدام ,6 ومن ثم يستخدم التوريق البيني لعمق 2/ 
على كلمات الشفرات الناتجة. طول كل من الأعمدة الناتجة عن عملية التوريق البيني 
هذه هو ۸ (كما في الجدول ))۷,١(‏ وبهذا ينظر إليها على أنها رسائل يتم تشفيرها 
باستخدام 62. نقوم الآن بتوريق بيني لكلمات الشفرة الناتجة عن التشفير الثاني لعمق 5 
أو لإطار مؤجل من النوع ء. 

الميزة الأساسية للتشفير بخطوتين هي : 

يمكن استخدام ت لاكتشاف أخطاء عددها 42-1 عوضًا عن استخدامها 
لتصويب أخطاء. عند اكتشاف أخطاء في احدى كلمات الشفرة م6 نقوم بتعليم جميع 
إحداثيات هذه الكلمة ونتعامل معها على أنها إحداثيات غير صحيحة. بعد ذلك نركز 
اا على مات ا 4 ذا جلما درف ص و ا ا 
إحداثيات كلمة شفرة ٥ءء‏ فباستطاعتنا دائما إيجاد بقية الإحداثيات التي عددها 
1- ,4. يرجع السبب وراء ذلك لاستحالة اتفاق كلمة أخرى من كلمات الشفرة .6 
مع الكلمة ء بإحداثيات صحيحة عددها 1+ ,24 - ”؛ لأن جميع كلمات الشفرة 
تختلف على الأقل بمواقع عددها ,4. إذن» إذا احتوت كل من كلمات ,6 على عدد من 
الإحداثيات المعلمة لا يزيد عن 1 - ,4 وإذا افترضنا أن جميع الإحداثيات الخاطئة قد 
م 
مثال )۷,۲,١١(‏ 


لنفرض أن .© و د٤‏ شفرتان مصفوفتاهما المولدتان هما على التوالى : 





' فنری el‏ قل 3 فف نشف كلمات الشفرة بصوره صحيحة , 


10001110 اه 
81001 | كيوى | 010101 := يه 
001011 ` 1 2 | 2 

U01011 00010111 


شفر ات تصويب الأخطاء الاندفاعية ۲۷۹ 


0 = :7# » 1100 = ر" » 1010 = و" باستخدام التوريق البيني بين ,6 و د٣‏ حيث 
ورقت 62 بينيا لعمق 1 - ,4 = 3 = 5. باستخدام ٥‏ لتشفير :72 » 2" » و" نرى أن : 
mG = 0‏ = يع 
mG = 1‏ = بع 
1 = نيا = يع 
بتوريق كلمات الشقرة هذه بينيا لعمق 3 = ر تكون الرسائل الناتجة عن أعمدة 
هذا التوريق هي : 
71 .:. 
نستخدم الآن 62 لتشفير هذه الرسائل لينتح عن ذلك 8 كلمات شفرة يتم توريقها 


1 = بع 000000 = c4‏ 0 = ع 
c4 = 0 c4 = 0‏ 1 = ع 
C4 = 1‏ 1 = ع 


(تورق ب و مع مع أول كلمة شفرة م التي تنتج عن الرسائل الثلاث التي تلي 

ذلك (my, Mig, Us‏ ادن 0 تكون بدا یه الإحداثيات المرسلة شي : 
٠‏ 001 010 011 001 000 011 011 001 010 101 110 100. 

ولرؤية كيفية فك التشفير» نفرض أنه قد حصل خطأ في الإحداثيات الستة الأولى. 

أى نا استقلنا : 
U11 001 101 010 001 011 ÛOOU +»‏ 

بإلغاء تأثير التوريق البيني لعمق 3 = 5 ينتج عن ذلك كلمات مستقبلة طولها 

6 = رآ 


111 


A٠‏ نظرية التشفر والتعمية 


(لاحظ أنه بالمقارنة مع )ع » ¢ بے على التوالی نرى أن كل منها يحتوي على 
أخطاء في أول موقعين). الآن؛ء تكتشف ,6 الأخطاء في جميع الكلمات الثلاث هذه 
(أثبت أن التناذر «٨‏ لكل من هذه الكلمات المستقبلة #ا لا يساوى صفرا حيث ر11 
هي مصفوفة اختبار النوعية للشفرة ي6). وبهذا تكون الإحداثيات ال 18 جميعها معلمة 
(نستبدل كل منها بالعلامة *). بفرض عدم اكتشاف أخطاء أخرى بعد عملية مماثلة 
لإحداثيات كلمات الشفرة ٠5,٠٠,٠4‏ 4> فنرى بعد إزالة تأثير التوريق البيني لعمق 
3 = و۴ أثنا قد حصلنا على ثلاث کلمات طول كل متها 8 = 0 : 

1111 ++*+*- بع 


1 **+*+ ت ون 
1 *+ +-ح بع 


بعك ااك ترد ف وا فط او عن الاسباقات: الل * باس 
الإحدائيين 0 و 1 للحصول على كلمات شفرة وعريءعر. لاحظ أن كلا من الكلمات 
الثلاث السابقة تحتوي على إحداثيات معلمة عددها 1 - ,4 = 3. 4 
تمارين 
0/535١‏ استخدم الشفرين © و يت لتشغير جموعات الرسائل التالية مستخدما 
التوريق البيني بينهما إذا علمت أن التوريق البيني للشفرة 6 هو لعمق 5. 

m, = 0110, = 1011, = 1111,5 =2 60 

mı = 0110,mر‎ = 1011, m3 = 1111,5 = 3 (ب)‎ 

m, = 0010,mر‎ = 1111, m3 = 1010,5 = 3 (ج)‎ 

m, = 1000,mر‎ = 0100, m3 = 0010, د‎ 


my = ع:0001,11‎ = 0011,72: = 0100,5 = 3 


شفرات تصويب الأخطاء الاندفاعية A1‏ 


6, إذا علمت أن الإحداثيات التالية قد تم تشفيرها بتوريق بيني للشفرتين‎ )/,5,١( 
حيث ورقت ,6 بينيا لعمق 3 فجد فك‎ )۷,۲,١١( و 6 المقدمتين في المثال‎ 
.",, ۳٣2,۳ تشفير هذه الإحداثيات وذلك بإيجاد الرسائل‎ 

)0 ۰۰ 1111111000000+ 1111| 
رب ۰ 11111000100 217242211131111 10001 
(5١,؟,لا)‏ لتكن ۵0 .,ره) = ,6 حيث 1,2 = ¡ شفرتین خطيتين. لنفرض أن ٥‏ ورقت 
بينياً مع و6 للحصول على كلمات شفرة. جد طول الخطأ الاندفاعي الذي 
يمكن تصويبه باستخدام خوارزمية فك التشفير المقدمة في المثال (١1١,؟,7)‏ 

إذا كانت كلمات الشفرة هذه : 
(أ) ورقت بينيا لحمق 5 قبل إرسالها. 
(ب) استخدم مؤجل للتوريق البيني لعمق 5 قبل ارسالها. 


(۷,۳) تطبيقات على الأقراص المدمجة 
Applications to Compact Discs‏ ' ' 

أحدث استخدام الأقراص المدمجة لتسجيل الألحان الموسيقية تغييرا أساسيا في 
عالم الموسيقى » حيث إن السبب وراء الجودة العالية للألحان المسجلة على الأقراص 
المدنجة هو استخدام شفرات تصويب الأخطاء عند تخزين هذه الألحان. يتكون على 
القرص المدمج مسار حلزوني على نقرات أو ندب صغيرة (مستوى منخفض) ومن ثم 
يتبع ذلك حزمة من أشعة الليزر (أو اللازر) لتحديد التغيرات في ارتفاع المسار الحلزوني 
وذلك باكتشاف التغيرات في شدة كمية الضوء المنعكسة من القرص المدمج. ينتج عن 
ذلك كلمات ثنائية حيث يقابل كل تغير في الارتفاع الإحداثي 1 ويقابل عدم التغير في 
الارتفاع الإحداثي 0. 


Û0 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 


YAY‏ نظرية التشفير والتعمية 


يتم آثناء عملية التسجيل أخذ 44100 عينة موسيقية في كل ثانية حيث يقابل 
سعة الموجة الصوتية لكل عينة كلمة ثنائية طولها 16. ولبذا يقسم مدى السعات إلى 
6 قيمة. تحتاج عملية التسجيل على الستيريو (0ع:ه:9) إلى قياسين للسعة يؤخذان 
0 مرة في كل ثانية: واحد من اليسار والآخر من اليمين. 

لأغراض التشفير يتم تمثيل كل كلمة ثنائية طولها 16 التي تقابل قياس سعة 
يعنصرين في الحقل (2۴) 6۳ (يطلق مصطلح بايت عالط على كل عنصر من عناصر 
الحقل). أثناء عملية التسجيل يتم انتاح 4 بايتات هى بيا »> بي" + بيا » وبي" 
عند كل تكة "ءا" غ حيث قيمة التكة تساوى من الثانية. بعد ذلك يتم تجميع 
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تاساك ا من 6 تكاك مال وح بو وای وة العف ل عل رات ا 
طولہا 24 حيث كل بايت ينتمي إلى (6۴)2°. لنفرض أن © هى الشفرة (85)25,5. 
عندئد» يتم تشفير الرسالة ,1 إلى كلمة شفرة .© باستخدام الشفرة (6)227 = ,6 التي 
هي مقصور شفرة ريد وسولومن على الحقل (25) 617 حيث (28,24,5) = (01 ,۸ ,1) 
(انظر المثال (1 ١,؟,5)).‏ 

بهذا نكون قد استخدمنا إطارا مؤجلا للتوريق البيني من النوع 4 لكلمات 
الشفرة التي حصلنا عليها (انظر الجدول (۷,۲)). لاحظ أن طول كل من أعمدة صفيف 
الجدول (۷,۲) في حالتنا هذه يساوي 28 = 21. وبما أن البايتات في كلمة الشفرة © تقع 
في الأعمدة 108 + 8,٠-٠,٤‏ + 4,8 + ,ع فمن الطبيعي أن نرمز لبذه البايتات بالرموز 
lr Ca e‏ 

يحتوى العمود ٤‏ من صقيف الخحدول (۲ ,۷) على البايتات ۽ ور٥, ٥.٥2‏ (تذكر 
أن رن هي البايت ¡ في كلمة الشفرة -ع.-ن): وهذه قد استخدمت كرسائل من 
الطول 28 على الحقل (67)25 ومن ثم شفرت باستخدام (0)223 = د٤‏ وهي شفرة 
ريد وسولومن المقصورة على (67)25 حيث (32,28,5) = (ي0 ,ري ٫ج١).‏ 


شفرات تصويب الأخخطاء الاندفاعية TAY‏ 


يضاف بايت لكل من كلمات الشفرة 62 لغرض السيطرة والعرض ومن ثم 
يكون طول كلمات الشفرة يساوي 33. 

جميع البايتات لحد الآن إما أنها تحمل معلومات وإما تم إضافتها لغرض 
اكتشاف وتصويب الأخطاء. ولكن يظهر عند التطبيق العملى لمسار الليزر أن التغيرات 
في ارتفاع المسار الحلزوني لا تقع قريبة جدا من بعضها بعضا ولا بعيدة جدا بعضها عن 
بحض. ولبذا ققد تقرر أن يظهر على الأقل صفران وعلى الآكثر عشرة أصفار بين كل 
ظهورين متتاليين للواحد في التمثيل الثنائي لكلمة الشفرة. شفرة ريد وسولومن 
لا تتمتع بهذه الخاصية ولكن يوجد 267 كلمة ثنائية طول كل منها 14 تتمتع بهذه 
الخاصية. يتم مقابلة عناصر الحقل وعددها 256 مع 256 من هذه الكلمات الثنائية 
(توضع عادة في جدول) وتهمل 11 كلمة ثنائية. تُسمى هذه العملية» تغييرا في طبقة 
الصوت من ثمانية إلى أربعة عشر (اختصارا 04 . ولغرض التأكد من أن هذه الخاصية 
تتحقق بين الكلمات من الطول 14 يضاف 3 بايتات أخرى (إما كلها 0 وإما كلها 1). 
وبهذا يكون طول كل تثيل بياني لكلمة شفرة يساوي 561 = 17 × 33. 

وأخيراء يضاف لغرض المزامنة كلمة ثنائية طولها 27 لكل كلمة شفرة بحيث 
تبقى الخاصية المقدمة في الفقرة السابقة محققة. وبهذا يتم بداية تخزين المعلومات الصوتية 
لست تكات متتالية كمتجه ثنائي طوله 196 = 8 × 24 وبعد إتمام جميع العمليات يظهر 
على القرص المدمج ككلمة ثنائية طولها 588. 

يبقى علينا مناقشة فك التشفير. نقوم أولا بمعالجة الخطوات الزائدة عكسياً ثل 
0 على أمل أن تكون الكلمات المستقبلة هي كلمات شفرة تنتمي إلى ,© (انظر 
اللحوظة في نهاية هذا البند). تستخدم الشفرة 62 لتصويب خطأ خطأ واحد في جميع 
الكلمات. وإذا تم اكتشاف أكثر من خطأ فنقوم بتعليم جميع بايتات الكلمة المستقبلة 
(انظر البند (۷,۲) للتوريق البيني بين شفرتين). وبهذا يتم التخلص من تأثير الاطار 


YA‏ نظرية التشفير والتعمية 
المؤجل للتوريق البيني من النوع 4. وأخيرا تستخدم الشفرة © لتصويب أخطاء لا يزيد 
عددها عن 4 أخطاء (تذكر أن مسافة ,6 تساوي 5) على اعتبار أن جميع البايتات 
المعلمة أخطاء والبايتات غير المعلمة هي إحداثيات صحيحة. 

هل فك التشفير هذا جيد؟ للاجابة عن ذلك» لاحظ أولا أن الشرط الوحيد 
الذي ينتج عنه خطأ في استخدام 62 لفك التشفير هو أن تكون المسافة بين الكلمة المستقبلة 
وكلمة شفرة تنتمي إلى 62 ولكنها ليست الكلمة المرسلة لا تزيد عن 1. ولكن عدد 
أنغماط الأخطاء التي تتمتع بهذه الخاصية قليل جدا ؛ لأ دة كليات ال .6 هو 
4 = 25(28) = *(”2) وواحدة فقط من هذه الكلمات هي الكلمة المنشودة وجميع 
الكلمات المتبقية وعددها 1 - ***2 تقع على مسافة 1 من كلمات عددها (1- *32)2 +1 
وطول كل منها يساوي 32. وبهذا نرى أنه من بين جميع أغماط الأخطاء الثنائية التي 
عددها 25(32) المحتمل إضافتها إلى كلمة من كلمات الشفرة ر٤‏ يوجد من بينها فقط 
عدد ((1 - 32025 + 1()1 - 2224) كلمة تقع على مسافة مقدارها 1 من كلمة أخرى 
من كلمات الشفرة ,6. أي أن هذا العدد هو تقريباً 1/219 من هذه الكلمات. تم تصميم 
هذا الاستخدام للشفرة 62 التى تصوب نمط خطأ واحد لمعالجة الأخطاء العشوائية 
الصغيرة التي تحدث أثناء طلاء الأقراص المديجة وقطعها. 

أيضاء بعد إزالة تأثير الاطار المؤجل للتوريق البيتي من النوع 4 يشم فك تشغير 
الكلمة المستقيلة إلى كلمة شهرة صحيحة من كلمات 66 إذا كان عدد الإحداثيات 
المعلمة في الكلمة لا يزيد عن 4 (بافتراض أن ,6 تكتشف جميع الأخطاء وهذا هو 
الوضع في غالب الأحيان كما بيّنا سابقا). ولكن قبل تأثير اندفاع واحد على 5 
إحداثيات من كلمة في الشفرة رت يجب أن يؤثر على 17 ووا هد وا الحدول 
(؟,7). أي على 2 +2 + 32 × 15 بايتا على الأقل (إذا تغير بايتان من العمود الأول 
أو العمود السابع عشر فينتج عن ذلك تعليم جميع بايتات هذا العمود بواسطة ي6). 


شفرات تصويب الأخطاء الاندفاعية A0‏ 


وبا أن كل من أعمدة الجدول (۷,۲) يقابل كلمة طولها 588 على القرص المدمح 
فنرى أن جميع الاندفاعات من الطول 8871 = 17 × 3 + 588 × 15 يتم فك تشفيرها 
بصورة صحيحة. يقابل هذا الطول الاندفاعي ما يقارب من :2.5727 من طول مسار 
على القرص المدمح. 
ملحوظة 

لاحظ أننا قمنا بتوضيح أوجه عملية التشفير المهمة فقط حيث توجد عمليات 
توريق بيني أخرى عند التطبيق العملي. على سبيل المثال» يتم إزاحة جميع البايتات 
التي تقع ف مواقع فردية من كلمات الشمرة ر٤‏ مواقع عددها 32 = 72 خيث يتم 
خلطها مع البايتات ذات المواقع الزوجية في كلمة الشفرة التالية ما بحسن من فرص 
قدرة الشفرة ي6 من تصويب نط خطأ واحد ؛ وذلك لأن خطأين متتاليين يؤثران الآن 

أا يتم إعادة ترتيب البايتات في كلمات الشفرة :6. كل من هذه الكلمات 
يحتوي معلومات 6 تكات متتالية من اليسار واليمين ولتكن ونا, “,را روط و R,, R2, *, Rg‏ 
إضافة إلى رمزين للنوعية 0,1 و 02 يتم اضافتهما عند استخدام 0 للتشفير. يتم ترتيب 
ذلك على النحو التالي : 

واليلاع المساجساوسآي راعج LLgLgR‏ 

الغرض من ذلك هو أنه لو بقى عدد من البايتات المتتالية معلما بعد عملية فك 
التشفير فتعامل على أنها معلومات غير موثوقة. وف هذه الحالة يمكن استبدال قيمة غير 
موثوق بها ,1 بالسعة التى وجدت باستكمال القيمتين الموثوقتين 1-1 و 4+ئءا. على 
سبيل المثال: إذا بقيت القيم 02 0 ,ء۸ ,۴ ,۸1 رو1 روط معلمة فنستطيع إيجاد القيمة ير 
كوسط حسابي لسعتى القيمتين الموثوقتين را و با وهكذا. 


(لفصل (ماس 


شكرات التلاى 
Convolutional Codes‏ 


(N, 1)‏ مسحالات الإزاحة وكثيرات الحدود 
Shift Registers & Polynomials‏ 
أحد الأسباب التى تجعل للشفرات الدورية أهمية خاصة هى وجود أدوات فعالة لتنفيذ 


عمليتى تشفير وفك تشفير كثيرات الحدودء تدعى مسجلات الإزاحة „(Shift Registers)‏ 
يتكون مسجل الإزاحة من عدد ۸ من المسجلات (أو عناصر تأخير) وساعة وظيفتها 
التحكم في حركة أو إزاحة البيانات الموجودة على المسجلات. بعد كل تكة من تكات 
الساعة تجري عملية جمع ثنائية على الحتويات الجديدة للمسجلات لنحصل على 
مخرج. ففي الشكل (١,6)؛‏ المربعات تمثل المسجلات» المتجهات تمثل امجاه تدفق البيانات 
رخاو 5 عملية الجمع الثنائي. 
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مداخل 


3 2 1 15 
الشكل .)۸,١(‏ مسجل إزاحة. 


TAY 


AA‏ نظرية الف اة 
مثال (۸,۱,۱) 

يتكون مسجل الإزاحة في الشكل )۸,١(‏ من أربعة مسجلات ولا ,ول رركا ,ول1 کل 
منها يحتوي على إحداثيات ثنائية. وكما هو مبين من الا تجاهات يتكون المخرج عند 
كل تكة ساعة بجمع محتويات المسجلات الثلاثة و×,×,م*. لنفرض أن محتويات 
المسجلات ,10.1.1 هي 1,1,0,1 على التوالي. إذا كان المدخل التالي هو 
الإحدائي 0 فعند تكة الساعة التالية» تتم إزاحة المدخل إلى المسجل ,× وفي الوقت 
نفسه تتم إزاحة محتوى كل من المسجلات إلى المسجل الذي يليه. ولذا تكون 
امحتويات الجديدة للمسجلات ×,2×,*,* هي 0,1,1,0 على التوالي ويكون المخرج 
هو 1 = 0 + 1 + 0 = ول + Xo +X‏ نش 

لنفرض أن ,2 ,1 ,وت هي متتالية مدخلات. عندئذ» يمكن استخدام جدول 
لعرفة كل من المدخل» المخرج ؛ محتويات المسجلات عند كل تكة ساعة. 
مثال (۸,۱,۲) 

لنفرض أن محتويات المسجلات الأربعة في مسجل إزاحة مراحل عددها 4 المبين في 
الشكل )۸,١(‏ هي في البداية (0,0,0,0) وأن المدخلات م4,:»٠٠,ده‏ ريه ,وه هي 1010000. 
الجدول التالى يلخص لنا محتويات المسجلات والمخرجات : 


المخرج = oaks | Xo +X +A;‏ المدخل الزمن 





21 — 0000 — 
0 1 1000 1 
1 0 0100 1 
1 1010 1 
3 0 0101 0 
4 0 0010 0 
5 0 0001 1 
6 0 0000 0 


ولبذا يكون مخرج مسجل الإزاحة هو 1110010 عندما يكون المدخل 1010000 
وحتويات المسجلات ف البداية هى 0000. A‏ 


شفرات التلاف ۲۸۹ 


بصورة عامة » مسجل إزاحة مراحل عددها 5 هو مسجل إزاحة يحتوي على عدد ك 
من المسجلات. مخرج مسجل إزاحة مراحل عددها 5 هو تركيب خطي ثحتويات المسجلات 
ويمكن وصفه باستخدام معاملات 1-وو,:٠٠.يو‏ ,وو حيث (0,1) = اءرو. أي أن : 

C, = goXg(E) + ارو‎ (E) + °+ (غ)_ئل_مه‎ 

حيث ء٠‏ هو المخرج عند الزمن ا و (1:)6 هو قيمة محتوى المسجل :× عند الزمن 6. 

من الممكن استخدام كثيرات الحدود لوصف عمل هذه الأدوات» فإذا كانت 
91٠٠“, 9-1‏ ,و9 هي معاملات مسجل إزاحة مراحل عددها 5 فتكون كثيرة الحدود المقابلة 
لهذا المسجل هي : 

1 ثيرر_يو + ... + يدرو + نو = Q(X)‏ 

لبي قر الور عل N I‏ اسل لواحا حل ميد 
المثال» “×+ × + 1 = (×)و هي كثيرة حدود ا مسجل إزاحة مراحل عددها 4 
المبين في الشكل .)۸,١(‏ 

إذا كانت (×)ه كثيرة حدود المقابلة لتتالية المدخل ٠‏ (0)© هي كثيرة الحدود المقابلة 
متتالية المخرج وكانت ()9 هي كثيرة حدود مسجل الإزاحة فسنرى لاا 

(36) و(عد)ه = (عني)ء. 
مثال ( ١,‏ ,۸) 

كثيرة حدود مسجل الإزاحة المبين ف الشكل 61١‏ هي ×+ ير + 1 ح .g)x(‏ 
كثيرة الحدود المقابلة لمتتالية المدخل 1010000 هي ”× + 1 = (4)*2. إذا افترضنا بداية أن 
محتويات المسجلات الأربعة هي 0000 فنرى استنادا إلى المثال (؟ )8,١,‏ أن متتالية المخرج 
هي 1110010 وكثيرة حدودها المقابلة هي كبر + × + × + 1 = (2)ء. وبهذا نرى أن : 

a(x)g(x) = (1 + x*)(1 + x + x2) 
- 1[ + دج‎ × +× 


(#«)م = شر 


۲۹۰ نظرية التشفير والتعمية 
مثال ٤(‏ ,۱ ,۸) 

لنفرض أن × + × + 1 = (*)م هى كثيرة الحدود المقابلة لمسجل الإزاحة المقدم 
في الشكل ١(‏ ,۸). الجدول التالى يبين متتالية المخرجات عندما تكون متتالية المدخلات 


هى 0,0,0 ,وه ,ري ,0 رن . 





-1 3 0 0 0 O س‎ 

Û 775 موت‎ ÛJ Û0 Û 47 

1 01 بت‎ a 0 Û a, + م2‎ 

بت + Û a»‏ وت بت يت 0 7 
مه + جه + a;‏ م ج© dı‏ بن 0 3 
aa + a,‏ 6 جت Û0 a‏ 0 3 

5 0 Û0 Û0 aş, و0‎ 0 

6 0 ) 0 O ay a3 


: من الواضح أن‎ 
a(x)g(x) = (ag + a,x + ûıx* + ax *)(1 + x + (3عر‎ 
= ao + (a, + ao)x + (a, + a, )x* + (aş + يه‎ + a0) 
+(aş + a,)(x* + ax” + (عيه‎ 


= c)x( 
4 معاملات (#)ء تقابل متتالية المخرجات لبذا المسجل.‎ 
من الممكن تصميم‎ .١ - # لتكن (×)و كثيرة حدود شفرة خطية دورية من الدرجة‎ 
مسجل إزاحة مراحل عددها 1 + 2-4 كثيرة حدوده المولدة هي (9)2 لغرض تشفير‎ 
كثيرات حدود المعلومات (×)» باستخدام كثيرات الحدود.‎ 


تمارين 
5١‏ ابرقم ارسم مخططأ مسجل الإزاحة المقابل لكثيرة الحدود ل ()9 حيث : 
g(x) = 1 + x ((‏ (ب) × + 1 = g)x(‏ 


اج + × + 1 = g)x)‏ (د) “×+ ×2 +1= (x)ق.‏ 


شفرات التلاف ۹۱ 


(6,1,5) استخدم مسجل الازاحة المنشأ في التمرين )8,١,8(‏ لحساب (×)و(×)ه = (2ت)ء. 

احسب (×)و(×)ه مباشرة ثم قارن الإجابتين : 
)ع( #بر+ 1 - (عد)م ؛ .alx) - 1 +x‏ 
(ب) *ير+ةج +1 - (x)و‏ › 6ج + ةج + 1 > .)x(‏ 
رج تير + * × + 1 ع (x)وg‏ :ع 2ع + عر = .a)x(‏ 
(د) *×+ ةج + 1 -ح (x)و‏ ع تبر + ×+ شير ع .a)x(‏ 

(۸,1,۷) افرض أن × + × + 1 = (×)و هي كثيرة الحدود المولدة لمسجل الإزاحة المقدم 
1 الشكل .)۸,١(‏ احسب متتالية المخرجات ٠٠,»ء,.»>,وء‏ لكل من متتالية 
المدخلات 0,٠٠١:‏ ,ره ,مه المبينة فيما يلي بافتراض أن حتويات جميع المسجلات 
هي في البداية 0 : 

.10101000.--  4)( 
.0011000.-0١-  )ب(‎ 
.1010010000 0 (ج)‎ 
)۸, ۱,۸ ( مبرهنة‎ 
لکن رو +۰۰ + حرو + رو = (9)2 كثيرة حدود ولد لسجل إزاحة ولتكن‎ 

رېه + ... + ديه + وه = (*)ت كثيرة الحدود المقابلة لمتتالية المخرجات "رر ,وء. 

عندئذ » (»)و(×)ه = (جداء. 

البرهان 


الاحظ أو لا 35 إذا كان () و()2 = (×)ء فان : 


T 11# F ١ FT Holt ti = ]- 1‏ ناو = [ 
1- [ م 1 1-1 نزم آنا عه به عو 1-م نن ران + Hote‏ : 


حيثٌ افترضنا أن 0 = ,مه عندما يكون .t > k—1 = deg(a(x))‏ 


۹۲ نظرية التشفير والتعمية 


لنفقرض الان آن ()9 هي كثيرة الحدود الولد# ا ازا عد المخرج عند 

الزمن ٤‏ هو تركيب خطي للمقادير :×:)٤(‏ 
(2) كو _ربه ع ٠.١‏ + (ع) ارو + (غ)و لوو = Cr‏ 
عند الزمن 0 = ٤‏ يكون: 
0 > (0),_بللا ع ... > .Xo(O) = a, (O)‏ 
وص ثم فان م900 = م6. 
عتد ال # حيث: 1-1 2غ يكون: 
مه = Gr, °“, X,(E)‏ = (غ) Ar‏ به = Xot)‏ 
ومحتويات بقية المسجلات أصفار. إذنء 
اع ابا + ... عل 1 غ4 Lp = Jor ۳ Y1‏ 
وأا عنك الاعى غ1ا ن 
X(t) = Ar‏ , :بيه = X(t)‏ , يه = Xof)‏ 
وبهذا نرى أن : 
جمعهق 1ق + FF ٠١‏ عقا رق Cr, = 90, F‏ 

فعليه نخلص إلى أن (»)و(×)ه = (×)ء. 0 

من الممكن تنفيذ ضرب كثيرات الحدود (ومن ثم استخدام كثيرات الحدود في 
تشفير الشفرات الدورية) باستخدام مسجلات الإزاحة على النحو التالى: كثيرة 
الحدود (08 المولدة لمسجل الإزاحة هي كثيرة الحدود المولدة للشفرة الخطيّة الدورية. 
من الممكن إجراء بعض التعديلات على مسجلات الإزاحة لنحصل على مسجلات 
إزاحة نستطيع استخدامها لتنفيذ قسمة كثيرات الحدود حيث تستخدم هذه في فك 
تشفير الشفرات الخطية الدورية. تسمى الأداة التي تستخدم لتنفيذ قسمة كثيرات الحدود 
(ومن ثم فك تشفير الشفرات الخطية الدورية)» مسجلات إزاحة ذات تغذية إرجاعية 


(Feedback Shift Registers)‏ أو اختصارا ۴5۴ وهى عبارة عن مسجلات إزاحة تسمح 


شف رات التللاف ۹۳ 


بإرجاع المخرجات إلى المسجلات. (يمكن للقارئ المهتم فقط بشفرات التلاف أن 
يتجاهل ما تبقى من هذا البند). 
تذكر أل إذا كانت 8 مصفوفة اختبار نوعية لشفرة دورية كثيرة حدودها اة 
هي ()و فان الصف : من المصفوفة 1 هو (<): + 7 حيث ((9)3 07:00 = .)x(‏ 
وعلى وجه |الخصوص T(x) = xrı-,(x)(mod g(x))‏ 
مثال )6١,5(‏ 
لتكن 3× + × + 1 = (×)و كثيرة الحدود المولدة. عندئذ» نرى فى مصفوفة اختبار 
النوعية أن : 
x mod g(x)‏ = عر + 1 جب 110 = 71, 
x* (mod g(x)‏ = غير + +x‏ 011 = 11. 
ولكن (()و x (mod‏ + شير جه r‏ أو 110 + 001 = rs‏ 
ينظر إلى المتجه 110 على أنه المتجه الارجاعي الذي يتم جمعه ارجاعيا إلى 
المسجلات عندما يكون المخرج هو الإحداثي 1. مسجل الإزاحة ذو التغذية الإرجاعية 
المبين في الشكل (۸,۲) يوضح كيفية تنفيذ هذه العملية. 





ب 48 Xo‏ 
الشكل (A, T)‏ مسجل إزاحة ذو تغدية او جاعية. 


إذا تم إدخال أكثر من إحدائى واحد إلى المسجل سنفترض أن محتوى المسجل هو 
المجموع الثنائي لبذه القيم. أي أن الشكلين التاليين يمثلان الوضع نفسه : 


1 نظرية التشغفير والتعمية 
عند كل تكة ساعة يتم إزاحة المدخل ومحتويات المسجلات ويتم أيضا إضافة 
المخرج ن إلى مسجلات عغختارة. أي أن يتم إضافة المتجه الجديد (1,1,0)ء» إلى محتويات 


المسحجلات. 
المخرج = | +e k++‏ | المدخل |الزمن 

- 1 - 0 0 0 | 

0 1 1 (0 0 0 

1 0 (0 1 (0 0 

0 0 Û 1 0 

3 0 0+1 0+ 1 0 1 

9 0 0 1 1 0 

5 0 0+1 0+1 1 1 

65 0 0+1 1+1 1 1 

1 0 0 1 0 7 شر 


بصورة عامة» يوجد تقابل بين مسجل إزاحة مراحل عددها 5 ذى تغذية 
إرجاعية حيث )90,91٠٠:,9,-1(‏ هو متجه التغذية الإرجاعية وبين كثيرة الحدود من 
الدرجة 5 التالية : 

g(x) = وو‎ + gx + ... + g1 + قير‎ 

محتويات المسجلات عند الزمن ((*#)ء)069 = ٤‏ هي باقي خارج قُسمة ()ء 
على (×)و ومتتالية المخرجات هي خارج القسمة (×)». مع ملاحظة أن التغذية 
الإرجاعية لإحداثيات الكلمة المستقبلة تتم بترتيب عكسي للإحداثيات. لاحظ أن 
درجة كثيرة الحدود المقابلة ل 1518 تساوي ء بينما درجة كثيرة الحدود المقابلة مسجل 
إزاحة تساوي 1 - 5 ومع ذلك فعدد المسجلات في كلتا الحالتين يساوي 5. 
مثال ۱,۱۰ ,۸) 

لتكن *× + 7× + بد هى كثيرة الحدود المستقبلة وأنها تقابل الكلمة 0110100. إذا 
كانت × + × + 1 = (×) و فان ۴5۸ المقابل لبا هو المبين في الشكل (6,7). 


شفر ات العاف 58 





— 0 0 0 00 1- 
0 0 0 1 1 0 
0 0 1 0 0 1 
0 1 0 1 1 2 
1 0 1+1 1+1 1 3 
0 0 0 0 0 4 
باقي القسمة هو 000 وخارج القسمة هو 0100000 +> × ويقابل متتالية المخرجات 


بصورة عامة » محتويات المسجلات عند الزمن « - + هو الباقي c(x)(mod g(x))‏ 
حيث (*)ت تقابل متتالية المدخلات. 
مبرهنة )6,١,١1١(‏ 

تغذية "ږو + ... + يرنه + مه = ()ه إلى مسجل ۴5۸ الذى يقابل 
1 + ... + عزوو + مو = (:9)3 بترتيسب عكسي للإحدائيات (أي ٥0‏ ,ويه بيت ) 
تكافئ قسمة (*)» على (06و. المخرج بعد ^ تكة ساعة هو خارج القسمة (بترتيب 
عكسي للمعاملات) ومحتويات المسجلات هي باقي القسمة (بترتيب عكسي 
للمعامالات). 
البرهات 

ما أن مخرج مجموع متتاليتي مدخلات هو مجموع متتاليتي المخرجات المقابلة فيكفي 
أن نتحقق من صواب المبرهنة للحالة × = (×)ء. ولكن في هذه الحالة يكون من الواضح 
أن 8 يقابل الخوارزمية المقدمة 8 (انظر المثال (/ا, ,ع )) لحساب ((9)2 2004):). 
وبهذا فمحتويات المسجلات هي الباقي. كما أنه ليس بالأمر الصعب اثبات أن المخرج 
هو خارج قسمة ()ء على ()4. 9 


۲۹٦‏ نظرية التشغير والتعمية 


تمارين 
(۸,,۱۲) لیکن ۴5۸ هو المبين في الشكل (۸,۲) حيث تحتوى المسجلات بداية على 
أصفار. جد متتالية المخرجات لكل من الكلمات المستقبلة التالية. بين وضع 
المسجلات في النهاية وخارج القسمة إذا كان الباقي يساوي صفرا : 
() 0011010 (ب) 1010110 (ج) 0010001. 
6,5,15) لتكن × +ع + 1 = ()و. احسب كثيرة حدود التناذر لكل من الكلمات 
المستقبلة في التمرين .)۸,١,1١۲(‏ قارن كثيرة حدود التناذر مع كثيرة الخدود 
المقابلة للوضع النهائي للمسجلات التي وجدت في التمرين .)۸,١,١١(‏ 
(8,1,15) لكل من كثيرات الحدود المولدة أنشئ ۴5۸. احسب متتالية المخرجات ثه 
جد الوضع النهائي للمسجلات لتتالية المدخلات (2تاء. 
(( قر + 2× + 1 = (x)و‏ » 0010110 د<ء. 
(ب) × + ×+ 1= (82)و › 111 =-. 


(ج) *بد+ + + 1 = g)x(‏ ؛ 010000000100000 = .c‏ 


(۸,۲) تشفير شقرات التالاف 
Encoding Convolutional Codes‏ 


شفرات التلاف هي شفرات عملية جدا وهي تستخدم إضافة إلى شقرات ريد 
وسولومن من قبل 7454 و 554 للوثوق من صحة الاتصالات أثناء القيام بالرحلات 

تُشفر كل من الرسائل أولا باستخدام شمرة ريد وسولومن ومن ثم تستخدم 
شفرة التلاف لتشفير الرسالة الناتجة عن ذلك. ندرس ف البنود القادمة عملية تشفير 
وفك التشفير باستخدام شفرات التلاف ونناقش بعض المسائل التي تنشأ عن هذه 
الشفرات ونبدأً بالتعريف التالى : 


شفر ات الثلاف ۹¥ 
شفرة التلاف (الثنائية) من النوع (”,1 = 2,6) وذات كثيرات الحدود المولدة 
(30) مق , ٠٠١‏ ,(36) رق حیث "ہ9 + +٠٠١‏ 413 + م9 = (9:)3 » [*] “اء,وى هي الشفرة 
المكونة من كلمات الشفرة ((ت)ين , ١٠٠,(#)يه‏ ,(تان) = (٭)ء حيث (ت)رو()1 = جنا 
و “eK [x]‏ + توم + o + mı‏ = (7)2. (سنكتب بالتفصيل عن العدد ۸ لاحقا 
حيث اعتبرنا لغرض السهولة أن قيمته تساوي 1 في هذا التعريف). لاحظ أن ()71 هي 
الرسالة التى يتم تشفيرها إلى ()6. لنفرض أن كلا من (×)ء و () © كلمة شفرة. 
عندتك: 
((دايء , 0,٠٠١‏ يع) + ))cq(x,*,)%(رc(‏ = (م)'ء + c(x)‏ 
(n 00910), ٠٠١ 1 Og, ())‏ + ((عت رو( , ٠٠١‏ ,(80) رو( ) = 
(20) يرو ((2) '«د+ )(,٠٠- , (mx)‏ رو( )”+ ((m(x)‏ = 
وهذا ما هو إلا كلمة الشفرة المقابلة للرسالة (*)'2 + (×).. إذن » شفرة التلاف 
وجه الاختلاف بين شفرات التلاف والشفرات التي درسناها سابقا هو أن طول 
الشفرات وطول الرسائل غير منته في شفرات التلاف. 
مثال ١١,؟,8)‏ 
کے 6 شفرة تلاف من النوع (2,1,3) حيث * + ×+ 1 - (91)8 
و ×+ 2ج + 1 -ح (2<)جو. سنستخدم © لتشمير الرسالتين التاليتين : 
() يتم تشفير الرسالة × + 1 = ()72 إلى : 
(x), (1 + x)g2())‏ رو(ة< + 1)) = c)x)‏ 


( × + * × + 3× + 1 ,×+ ×+ عر + 1) = 
( 0۰ 10011100, ۰.0 11100100) > 


(ب) یتم انيد تشفير الرسالة ر2 = ... + × + شير + × + 1 = ()م إلى : 


c(x) = (+x +x +x +“ 1+x +x +x" +x“ + °7 


۹۸ نظرية التشفير والتعمة 


(1+ x1+x+ *) 
=3 i=3 


é4 (100111 ,110111“(‏ 4 
عارین 
(؟,8,7) شغر الرسائل التالية باستخدام شغرة تلاف من النوع (3,1,3) حيف كثيرات 
الحدود المولدة عسى قير + ير + 1 ع (ع) و > 3× + ةير دع + 1 = (x)رg‏ ؛ 
ج + “يج + 1 = (2) 41. 
m() = 1 + x? (Î)‏ (ب) ×+ + + 1 - m()‏ 
)ج( M(x) = 1 + x + x2 += DEX‏ 
(۸,,۳) شفر الرسائل التالية باستخدام شفرة تلاف من النوع (2,1,4) حيث كثيرتي 
الحدود المولدة هي × + 3د + 1= (×) رو و *× + 2× + ×+ 1= (6)يو. 
)أ( m(x) = 1+ x + x2‏ (ب) 3× + mx) = 1+ x‏ 
(ج) تير = ...+ * × + 2× + 1 = (1)2. 
استنادا إلى المبرهنة (۸,1,۸) نرى إمكانية وصف شفرات التلاف بدلالة مسجلات 
الإزاحة على النحو التالي : 
(:)؟ هي مخرج مسجل الإزاحة المولد بكثيرة الحدود (): عندما يكون المدخل 
هو ()71. 
مثال (5 ,۲ ,۸) 
يمكن وصف شفرة التلاف 66 المقدمة في المثال (١1,؟,86)‏ بدلالة مسجل إزاحة 
كثيرتي حلو ده الل وهما ×+ + + 1 ع (2<) ,و و ×+ 2بر+ 1 ح (2*)رو كما هو 


س في الشكل (" رلل). 


شفرات التلاف ۹۹ 





رلا 0 


و2006 


الشكل (8). تشفير باستخدام شفرة تلاف ,© من النوع (2,1,3). 





باستخدام هذا الوصف» إذا كانت الرسالة المراد تشفيرها هى 10100٠٠١‏ + *× + 1 = (7:)2 
فان ---11100100 = يع وهذا يتفق مع الحسابات التي ا في المثال (۸,۲,۹). وبالمثل 
يمكن رؤية أن د هي ۰00 10011100. 4 

من الممكن نحويل (×)ء إلى إحدائيات كلمة واحدة ك عن إحداثيات ۸ من 
الكلمات؛: وذلك بالتوريق البيني لكثيرات الحدود تيم حدر( داز ,تارمق سا تبقى 
من هلا التصئل استعضر أن نة مووقة يدا وبهذا يتكون المخرج من معاملات ”× في 
كثيرات الخحدود تان ,:-٠,()ات‏ متبوعة ععاملات .2,2,-٠-‏ وعند عرض (2)ء C++‏ 
بهذا الشكل للتوريق البيني نقوم بضم الإحداثيات التي عددها 7 والتي هي معاملات 
“عداء 0 < ا بعضها مع بعض. 
مثال (8,7,85) 

التوريق البيني لتمثيل (×)ء المقدمة في المثال )/7,١(‏ (]) هو : 

00 00 11 01 01 10 10 11 دع 
والتوريق البيني لتمثيل (2)ء المقدمة في المثال )۸,۲,١(‏ (ب) هو: 
c= 11 01 00 11 11 11 »*‏ قر 


52008 ۳ نظرية التششه وال 71 


(,۸,۲) أنشئ مسجل إزاحة مناسب للتشفير لكل من شفرتى التلاف المقدمتين في 
التمرينين (۸,۲,۲) و (۸,۲,۳). ثم استخدم مسجل الإزاحة لتشمير الرسائل 
المقدمة في التمرينين. جد التوريق البيني لكل من كلمات الشفرة. 
إذا تم تشفير شفرة تلاف ثنائية من النوع )١,1,(‏ باستخدام مسجلات الإزاحة 
فنرى أن إزاحة إحداثي واحد من إحداثيات الرسالة إلى مسجل الإزاحة ينتج عنه عدد ^ 
من إحداثيات الشفرة بواقع إحداثي واحد لكل من ()مء,٠٠,().ء.‏ وبهذا يكون 
معدل المعلومات لمثل شفرة التلاف هذه هو - (تذكر أن معدل معلومات شفرة يقيس 
جزء المعلومات التي يحملها كل إحداثي من إحداثيات كلمة الشفرة). ولذاء يكون من 
المناسب إنشاء شفرات تلاف معدل معلوماتها مختلف عن : وعلى وجه الخصوص 
شفرات تلاف معدل معلوماتها أكبر من -. 
إن الطريقة الواضحة لإنجاز ذلك تكون بتحريك أكثر من إحداثي واحد (وليكن 
عدد # من الإحداثيات) من إحداثيات الرسالة إلى مسجل الإزاحة قبل القيام بحساب 
الإحداثيات التالية لكلمات الشفرة» وبهذا نحصل على شفرة معدل معلوماتها يساوي -. 
وهذا في الحقيقة هو دور العدد ‏ في تعريف شفرة التلاف من النوع ( k,‏ ,ہ). لا حظ أنه 
لو اتبعنا ذلك لوجدنا أن كل إحداثي من إحداثيات الرسالة سيظهر في المسجلات 
ke‏ وب لالز حيث 1 عدد يحقق + > ] > 0. ولذا 2 عن تحريك ۸ من إحداثيات 
الرسالة في الوقت نفسه إلى مسجل الإزاحة فمن الممكن اتباع اسلوب مكافئ وهو 
تقسيم مسجل الإزاحة إلى ۸ من مسجلات الإزاحة : 
ع ب ل 
وف المقابل تكون الرسالة قد قسمت إلى # من الكلمات كل منها تدخل إلى واحد من 
مسجلات الإزاحة التي عددها ». المشكلة الوحيدة التى تنشأ عن ذلك هي أن محتويات 


شمر ات التاذف ۳٠‏ 


المسجلات في مسجلات إزاحة مختلفة يتم ضم بعضها مع بعض لتشكل مولدا واحدا. 
وهذه هي الطريقة المتبعة عند التطبيق العملي لعملية التشفير؛ ونوضح ذلك با مثال 
التالي. 
مثال (۸,۲,۷) 

استخدم شفرة التالاف © من النوع (3,2,3) وذوات المولدات د + 1 = (*) 1و ۰ 
x( = 1+ × + ×‏ )رو »> “×+ “×+ × = (* )و9 لتشفير الرسالة : 

.m = 100101110000 

الحل 

التفسير الأول للقيمة 2 = # هو تشفير الرسالة 7# باستخدام مسجل إزاحة واحد 
مبين في الشكل )۸,٤(‏ ومن ثم إزاحة إحداثيين (2 = #) من إحداثيات الرسالة إلى 
مسجل الإزاحة مع كل تكة ساعة. الجدول التالى يلخص لنا محتويات المسجلات 
والمخرجات : 





L1 


6 


6 51 C2 


... | M0111 لك‎ = 
HTP 


© 


الشكل ٤(‏ ,۸). تشفير باستخدام شفرة تلاف من النوع (3,2,3). 





C3 





وبهذا يكون تشفير الرسالة 72 (بعد التوريق البينى) هو : 
.c = 011 001 111 100 110 000 >‏ 


أما التفسير الثاني للعدد 2 = 6 فهو ملاحظة أن الإحداثيات الأول؛ الثالثء الخامس» ٠٠‏ 
من الرسالة يتم إدخالها إلى مسجل الإزاحة فقط عند ظهورها في × و دلا وأن الإحداثيات 
الثاني » الرابع » السادس» ٠٠‏ من الرسالة يتم إدخالها إلى مسجل الإزاحة فقط عند 
ظهورها في ,× و ج. وبهذا نستطيع تقسيم الرسالة والمسجلات إلى جزأين (2 -6) 
كما هو مبين في الشكل (8,8). 4 


ب سي © 5 


و2 سي 
الشكل (8,5). تشفير باستخدام شفرة تلاف من النوع (3,2,3). 


شفر ات التلاف ا 


ا 


رين 
(8,7,4) شفر الرسائل التالية باستخدام شفرة تلاف من النوع (3,2,4) حيث مولداتها 
هي 3ير + 1 = (غ).ومء: “×+ ع ع (جر)رى : 4ج ب ةير ب تير باع + 1 = (ی)ږو. 
استخدم تقنيتي التشفير المبينتين في هذا البند. 

)أ( “× + كير + تج دير + 1 = mx)‏ 

(ب) ۴× + ”ير + “+ تبر + 1 = .n)(‏ 

لع ڌر + 2× + × + 1 = (11)2, 

نناقش في ما تبقى من هذا الفصل شفرات التلاف الثنائية من النوع (2,1,7) 
ذات معدل المعلومات - = ”. يمكن تعميم جميع النتائج والتقنية المستخدمة لشفرات 
التلاف من النوع (5,,72) حيث الأفكار الرئيسة مشابهة للأفكار المقدمة في الشفرة 
الأسهل من النوع (2,1,73). القارئ المهتم بدراسة شفرات التلاف عندما يكون 1 < ) 
يستطيع الرجوع إلى التمارين لرؤية كيفية تعميم المادة المقدمة للشفرات في الحالة 1 = م 
إلى شهرات تلاف حيث 1 < 6. 

من المناسب أن تذكر هنا أن مساح المربخ الشامل (Mars Global Surveyor)‏ 
الذي أطلق من قبل 7454 يستخدم شفرة تلاف حيث < = ” و 7 78 أثناء إرساله 
معلومات من المريخ إلى الأرض وأن مستكشف المريخ (Mars Pathfinder)‏ يستطيع 
اختيار شفرة تلاف حيث (7, 2 ) = 6,800 أو (15, 2 ) = .)٣,۳(‏ تستطيع مشاهدة 
الصور التي التقطت من قبل بعثات N.۸54‏ على الموقع .http//www.msss.com‏ 

أخيراء توجد طريقة أخرى للتشفير باستخدام شغرات التلاف. تذكر أنه من 
الممكن تشفير شفرة تلاف من النوع (2,1,72) باستخدام مسجل إزاحة مكون من 
43 سحلا عد كل تك ساعةء تسى هرات اللات ال الأول ما 


مسجل الإزاحة .)State of the Shift Register)‏ المرحلة صفر هي المرحلة التي تكون 


¢ نظرية التشفير والتعمية 
فيها محتويات المسجلات ال :7 الأولى أصفارا. إذا كان مسجل الإزاحة ف المرحلة 
دود ررقيف فععد تكة الساعة. الال إها أن يحفا مسجل الازاسة إل الربحلة 
وسيو5 , ٠“‏ ,و5 روى ,0 وإما إلى المرحلة وبر , 5,٠٠:‏ ,و5 ,1 وهذًا يعتمد على كون إحداني 
الرسالة الذي تم إزاحته إلى المسجل ملا هو 0 أو 1 على لتوالى. أيضاء إذا علمنا المرحلة 
الحالية ._يرى,:٠٠.رد,وى‏ والمرحلة السابقة «مد,:٠٠..5‏ فنستطيع معرفة المحتويات الحالية 
لجميع المسجلات ومن ثم نستطيع معرفة المخرج ال حالي. تمثل هذه المعلومات في العادة 
8 خطط المراحل لشمرة تالاف من النوع (2,1,771) هو زسم موجه (Directed Graph)‏ 
رؤوسه (أو مراحله) هي جميع الكلمات الثنائية ذات الطول 272 ولكل مرحلة 
اع عي وال مور عي وإ ا سودي اران 
عندما حتوي المسجلات ہرک ۸1,٠٠٠,‏ رو على ہی ٠٠,‏ ,5 ,1 على التوالي. 

من الممكن أيضا تمثيل مخطط المراحل لشفرة تلاف من النوع (:2,1,7) على شكل 
جدول: كل من صفوف الجدول بين المرحلة الحالية (أي محتويات يرة, ١٠٠.لة,و/ة)‏ 
والمخرج المقابل لہا وهذا بالطبع يعتمد على كون 0 = أو 1= Xa‏ 
مثال (5,؟,86) 

لنفرض أن 6 شهرة تلاف من النوع (2,1,3) مولداها × + عر + 1 - (x)رg‏ 
و × + × +1 = (×)رو (انظر المشالين (1,؟,8) و (8,5,5)). المراحل هي جميع 
الكلمات الثنائية ذات الطول 3 = 71: 

5.5.1 

على سبيل المثال» يوجد ضلع موجه من المرحلة 011 = ودودر = : إلى المرحلة 
1 = 05,52 وضلع موجه من 5 إلى 101 = ء,15. الضلع الموجه من 011 إلى 001 
يڪله بالمخرج عندما يكون 0011 = ,مء بالتحديد 10 والضلع الموجه من 011 


شفرات الثالاف 


0 


إلى 101 يُعلم بالمخرج عندما يكون 1011 = ولول مء بالتحديد 01. وباكمال ذلك 


لجميع المراحل نحصل على مخطط المراحل (الرسم الموجه) المبين في الشكل (,۸). 


27 


ا 


را 


| 0 


3 
0 101 


|0 


| ان 


انا 
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DO ١ 


الشكل (8,5). مخطط المراحل للشفرة 26,1. 


يمكن أيضا تمثيل مخطط المراحل في الجدول التالي : 


ا 
TE‏ 





000 
100 
010 
110 
001 
101 
011 
111 


DON 


J0 „4 


تذكر أن محتويات كل مسجلة بداية هي 0 ومن ثم فمرحلة البداية لمسجل الإزاحة هي 
0 = ربولا ٠٠١‏ #و¥. عند إدخال كل إحداثي من إحداثيات الرسالة إلى مسجل 
الإزاحة يتحرك مسجل الإزاحة إلى مرحلة أخرى وينتج عن كل مولد إحداثى شفرة 
مخرجة. إن هذا يقابل في مخطط المراحل الحركة من مرحلة إلى المرحلة المجاورة (باتجاه 
الضلع الموجه) والمخرجات هي علامات الأضلاع الموجهة. وبهذا تقابل كلمة شفرة 


5*1 نظرية التشفير والتعمية 


مسارا موجّها في خطط المراحل يبدأ عند المرحلة 0 ويتحرك باتجاه الأضلاع الموجّهة إلى 
المراحل المجاورة. لاحظ أنه عند كل تكة ساعة» إحدائى الرسالة الذي يتحرك إلى 
مسجل الإزاحة هي الإحداثي الأول من المرحلة في مخطط المراحل. أيضاء يكون من 
السهل معرفة الرسالة المقابلة لأي كلمة شفرة. شُ 
مثال ۲,۱۰ ,۸) 
بالرجوع إلى المثالين )۸,۲,١(‏ و (۸,۲,۹)ء تقابل الرسالة: 
هه m(x) = 1 + x‏ 
المسار الذي يبدأ عند المرحلة 000 ومن ثم يتحرك إلى المراحل : 
٠٠“‏ ,100,010,101,010,001,000,000 
على التوالي. علامات الأضلاع الموجهة هذه هي : 
,11,10,10,01,01,01,11,00 
على التوالي » وهذه هي كلمة الشفرة التي تم تشفير الرسالة (*):7 لبا (بعد التوريق 
البيني » انظر المثال (8,7,8)). أيضاء نستطيع وبسهولة الحصول على رسالة مقابلة 
لكلمة شفرة معطاة» فإذا كانت : 
c= 00 11 01 11 01 01 01 11 00 +‏ 
فيكون المسار في مخطط المراحل الذي تنتح عنه الكلمة © هو المسار الذي > 
بالمراحل : 


000,000,100,110,011,101,010,001,000,000, ٠:٠ 

(من المؤكد أن جميع كلمات الشفرة تبدأ عند المرحلة الصفرية 000). وبا أنه 

عند كل تكة ساعة» يكون إحداثي الرسالة هي الإحداثي الأول في المرحلة التي يتحرك 

إليها المسجل» نرى أن الرسالة التي تقابل » هى التى نحصل عليها من الإحداثي الأول 
لكل مرحلة من مراحل المسار (عدا مرحلة البداية). أي أن : 


4 ım = 011010000 


شفرات العلااف حا 


تمارين 
(8,7,11) (أ) جد مخطط المراحل ومثله على شكل جدول لشفرة التلاف من النوع (2,1,2) 
التي لبا المولدان 2+ 1 - )رو و ×+ + 1 - ()رو. 
(ب) استخدم مخطط المراحل لتشفير كل من الرسالتين : 
(i‏ “2 + 1 ع m(x)‏ 
.m(x) = 1 +x + > ))9(‏ 
(ج) استخدم مخطط المراحل لإيجاد الرسالة التي تقابل كلا من كلمتى الشفرة : 
٠0 )(‏ 00 11 01 00 01 11. 
٠» ii)‏ 00 10 01 01 10 11 00. 
(Î) (A, 1,1)‏ جد مخطط المراحل ومثله على شكل جدول لشفرة التلاف من النوع (2,1,3) 
التي لها المولدان × + ×+ + ×+ 1= (×)رو و 3× + 2+ + 1= (»)رو. 
(ب) استخدم مخطط المراحل لتشفير الرسائل التالية : 
i‏ 5+ 1 ع رعد)71 
(زن 3ج + mx) = 1 + x‏ 
.m(x) = 1 + x + x +... = 7721 (i‏ 
(ج) استخدم مخطط المراحل لإيجاد الرسالة التي تقابل كلا من كلمتي الشفرة : 
() ۰ 10 10 00 01 00 10 11. 
() --- 00 10 01 10 01 11 00. 
(A, 1,17)‏ () جد مخطط المراحل ومثله على شكل جدول لشفرة التلاف من النوع (2,1,4) 
التى لبا المولدان *× + × + 1 = () رو و “×+ ×+ × +1= ()رو. 
(ب) استخدم مخطط المراحل لتشفير الرسائل التالية : 
)1( 2ع + m(x) = 1 + x‏ 
Gi)‏ 3ع + m(x) =1+x‏ 
(ف) 1 = ...+ × باقع + 1 = M(x)‏ 


م نظرية التشفير والتعمية 


)87,١15(‏ إذا كان 2 > ۸ > 1 فمن الممكن تعريف مخطط المراحل لشفرة تلاف من 

النوع (71,,7) بصورة مشابهة للتعريف المقدم على النحو التالي : 
المراحل هي جميع الكلمات الثنائية ذات الطول # -1 + ” ولكل مرحلة 
sS»,‏ ,م5 = 5 وكل كلمة ثنائية » من الطول # يوجد ضلع موجه من 
المرحلة 5 إلى المرحلة ي_يررى, ٠٠١‏ ,دجير5 بلا 51 بالمخرج عندما تحتوي المسجاللات 
برولة ٠٠“,‏ ولا رولة غلى »ميرك 1.٠٠»,‏ ببركىءلة. (غندما يكون 1< #) استخدمنا 
وف ا بازاحة 22 ا من اقات الرسالة إلى عمجل واد 
من مسجلات الإزاحة عند كل تكة ساعة). جد مخطط المراحل لشفرة 
التلاف من النوع (2,6,7) عندما تكون مولداتها هي : 

() قير + × + 1= g)x(‏ » قيرب تبر بع + 1 = (رارو › قير ب 2 + 1 = )»)9 
حيث 1 = . 

(ب) 3× + 1 ع ()رو »> ×+ ع + 1 ع (2«)رو » ×+ ×+ ×= (8) رو حيث 

2 2ت ع 
(ج) 1+3 - مارو » “×+ + = (ندارو › ×+ تبر + ×+ ير + 1 = (2) يو 


حيث 2 = . 


(۸,۳) فك تشفير شفرات التلاف 

Decoding Convolutional Codes 
كلمات شفرات التلاف ذات طول غير منته» ولذا يكون من الطبيعي توقع‎ 
اختلاف فك تشفيرها عن فك تشقير الشف ات الأخر. ولتجتب مشكلات التخدية‎ 
فعملية فك التشفير نيدأ قبل الانتهاء من استقبال جميع إحداثيات كلمة الشمرة‎ 
ومن ثم فعلينا تحديد زمن الانتظار اللازم قبل البدء بفك التشفير. على سبيل المثال»‎ 
لتكن ,6 هي شفرة التلاف من النوع (2,1,3) حيث مولداها هما × + ×+ 1= (2) رو‎ 


شفرات العللاف ل ا 


و ±+ 7× + 1 = (×) رو (مخطط المراحل لبذه الشفرة هو المخطط المبين في الشكل 
(۸,1)). لتفرض أن الكلمة المستقبلة هى : 
برع ... 00 00 11-00 + .w(x) = 1 +x‏ 

تذكر أن كلمات الشفرة تقابل مسارات موجهة في مخطط المراحل تبدأ بالمرحلة 
0 ولكن من الواضح عدم وجود مسار موجه مخرجه ۷. ولہذا يتوجب علينا إيجاد 
أقرب كلمة شفرة للكلمة س. أي ايجاد مسار موجّه في مخطط المراحل يكون مخرجه قريبا 
من ۷. عند معرفتنا جميع إحداثيات ۷ نرى أن المسار الموجه الذي لا يغادر المرحلة 000 
يقابل كلمة الشفرة ٠٠٠‏ 00 00 00 = يع التى تبعد مسافة مقدارها 2 عن الكلمة س. 
ومن السهل التحقق من أن أي مسار موجه آخر يكون مخرجه كلمة تختلف عن الكلمة س 
بأكثر من إحداثيين. إذن» .ه هى كلمة الشفرة الأقرب ويكون فك تشفير س هو الرسالة 
.m - 0‏ 

لنتعرش الاو اة س ار عاو ذا ضيف رج عل فف تشثير 
إحدائي من إحداثيات الرسالة عند كل تكة ساعة. عند التكة الأولى نبدأ عند المرحلة 
0 ونرى أن 11 إحداثيان من إحداثيات /ا. وبما أن الضلع الموجه من 000 إلى 100 
له بالاحداثيين 11 فالخيار الأفضل لنا هو التحرك إلى المرحلة 100 وهو الخيار الذي 
مخرجه يتفق مع إحداثيات الكلمة المستقبلة س. إذن» نقوم بفك تشفير الإحداثي الأول 
من الرسالة على أنه الإحداثي 1. عند التكة الثانية نكون في المرحلة 100 ولدينا 
الإحداثيان 00 من الكلمة س ومن ثم نقع في المأزق التالي : 

إما التحرك إلى المرحلة المجاورة 010 وإما المرحلة النجاورة 110 لنحصل على 
المخرج 10 أو 01 على التوالي وكلاهما يبعد مسافة 1 عن الإحداثيات المستقبلة. وبهذا 
يتوجب علينا أخذ قرار اعتباطي حيث اكتشفنا وقوع خطأ أثناء الإرسال لا نستطيع 


تصويبه. وإما أن يكون فك تشفير س هو “۰ 10 11 - ر أو ۰ 01 11 = يع حيث 


۳1۰ نظرية التشفير والتعمية 


الرسالة الأقرب هي 1*٠0‏ = "” (العلامة * تعني أننا قمنا باتخاذ قرار اعتباطي عند 
اختيار فك تشفير الإحداثىي ليكون 0 أو 1). لاحظ أن فك التشفير * يتوجب عليه أن 
يكون اختيار المرحلة التالية اعتباطيا أيضا من بين المرحلتين المجاورتين للمرحلة الحالية. 

ندرس الآن خيارا آخر وهو إمكانية تخزين معلومات تكتين قبل البدء بعملية فك 
التشفير. في هذه الحالة نبدأ بأخذ جميع المسارات من المرحلة الصفرية التي طول كل 
منها يساوي 2 ونقارن علامات أضلاعها مع أول تكتين للكلمة > بالتحديد مع 
0 11 لنحصل على معلومات الشكل (۸,۷). 


المسافة من 00 11 المخرج المسار 
2 00 00 000,000,000 
4 11 00 000,000,100 
1 10 11 000,100,010 
1 01 11 000,100,110 


الشكل (۸,۷). معلومات قرار فك التشفير الأول. 


من هذه المعلومات نرى وجود مسارين هما الأقرب إلى 00 11 وهو الزء 
المعروف من الكلمة س لحد الآن. وهذا لا يسبب أي مشكلة ؛ لأن المسارين يتفقان في 
أن الحركة الأولى يجب أن تكون إلى المرحلة 100. وهذان المساران يختلفان فقط في القرار 
الذي يجب علينا اتخاذه للتحرك من المرحلة 100 وهو قرار ليس علينا اتخاذه إلا بعد 
استقبال إحداثيات أخرى من س. إذن» يكون قرار فك التشفير في هذه الحالة هو التحرك 
إلى المرحلة 100 ويتم فك تشفير الإحداثى الأول من الرسالة على أنه الإحداثي 1. 
نستخدم الآن التكتان الثانية والثالثة من معلومات س (أي 00 00) لاتخاذ قرار فك 
التشفير التالي. تقوم بايجاد المسافة بين 00 00 وخرجات جميع المسارات من الطول 2 
التي تبدأ عند المرحلة الحالية 100 كما هو مبين في الشكل (۸,۸). 


شفرات التلاف T1‏ 





المسافة من 00 00 المخرج امسار 

100,010,001 10 01 2 
100,010,101 10 10 2 
100,110,111 01 11 3 
100,110,111 01 00 1 


الشكل (۸,۸). معلومات قرار فك التشفير الثابي. 


في هذه الحالة نرى وجود مسار هو وحيد هو الأقرب إلى الجزء المختار من س. 
هذا المسار هو 100,110,111. إذن» يكون قرار فك التشفير هو التح رك إلى المرحلة 110 
ويكون فك تشفير الإحداثي الثاني من الرسالة هو الإحداثي 1. 
تمرين 
كارا شقن م شفرة حلاف سين ا (5 21 ع بو ل تادا عا 
×+ ”×+ بر + 1 > (#) رو و ×+ 2+ + 1 > (x)رو‏ (تم إنشاء مخطط 
مراحل 6 في التمرين (7 7١‏ 7)). فك تشفير أول 4 إحداثيات من 
إحداثيات الكلمة المستقبلة (×)س = × + 1 جه ... 00 00 00 11 = س وذلك 
باستخدام جداول ماثلة للجدولين المقدمين في الشكلين (۸,۷) و (۸,۸) 
عندما يكون زمن الانتظار قبل البدء بفك التشفير هو : 
(أ) تكتان (ب) ثلاث تكات (ج) أربع تكات. 
في حالة وجود مسارين هما الأقرب بحيث يكون التحرك إلى المرحلة التالية 
غير واضح فضع * في مكان فك تشفير إحداثي الرسالة ومن ثم افترض أن 
إحداثي الرسالة في هذه الحالة هو 0 لكي تتمكن من معرفة المرحلة التالية. 
إذا قررنا الانتظار < خطوة قبل بدء عملية فك التشفير فيكون قرار فك التشفير 
هو دراسة جميع المسارات ذات الطول ‏ التي تبدأ من المرحلة الحالية ومقارنة كل من 
هذه المسارات مع معلومات + تكة التي بحوزتنا من الكلمة المستقبلة. بعد ذلك نقوم بالتحرك 


۳1۲ نظرية التشفر والتعمية 


إلى المرحلة التالية في جميع المسارات الأكثر قربا إلى «. ومن ثم نستقبل تكة أخرى من س 
قبل الانتقال إلى الخطوة التالية. أيضاء وكما هو الحال عند التكة الثانية عندما 1= م 
إذا وجد مساران إلى س تكة مستقبلة من الكلمة س يختلفان في القرار الذي يجب اتخاذه فنقوم 
باتخاذ قرار اعتباطي للتحرك إلى إحدى المراحل التالية. تسمى خوارزمية فك التشفير هذه 
خوارزمية الاستنفاد لفك تشفير )Exhaustive Decoding Algorithm)‏ شفرات التلاف 
(لأنه قد تم دراسة جميع المسارات من الطول ‏ التي تبدأً من المرحلة الحالية قبل فك تشفير 
كل من إحداثيات الرسالة). كما يسمى العدد 7ء سعة النافذة (عبمز5 مم1 )W‏ ؛ لأن > هو 
كمية المعلومات التي لدينا من الكلمة « عند الشروع في اتخاذ قرار فك التشفير. 

من الواضح أن مقدار زمن الانتظار قبل بدء عملية فك التشفير له تأثير على اختيارنا 
للكلمة الأقرب إلى كلمة الشفرة. والمسألة الآن تتلخص فيما إذا كان بإلامكان إيجاد وسط 
مناسب بين اتخاذ قرار فك التشفير عند كل تكة ساعة وبين فك التشفير بعد معرفة جميع 
إحداثيات الكلمة المستقبلة بحيث يكون باستطاعتنا تصويب بعض أفاط الأخطاء. ولكن ذلك 
يطرح السؤال التالي: ما هي الأخطاء الممكن تصويبها؟ سنحصل على عدد من الإجابات 
لهذا السؤال ونناقش الفترة الزمنية اللازمة قبل بدء فك التشفير لكل من هذه الاجابات. 

نحتاج أو لا لدراسة مسالة أخرى. لنفرض أن 6 شفرة تلاف من النوع (2,1,3) 
لبا المولدان × + 1 > (×) و و 7× + × +1 = (#)يو. الشكل (۸,۹) بين مخطط المراحل 


7 
O | | I0‏ | 
ار ب 2 ۹ 
1 
م iı‏ 0 1 8 1 
0 101 7 | 010 1 ۳ ري ون 
ان 7 3 م 
و ”7 
ان 1 > Î‏ 


الشكل (8,4). مخطط المراحل لشفرة تلاف إخفاقية. 


شفر ات التلاف TIT‏ 
لنفرض أن كلمة الشفرة المرسلة هي كلمة الشفرة الصفرية وأن الرسالة المقابلة 

لها هي 000٠٠:‏ = :7 وأن الكلمة المستقبلة هي : 

(2)م = 7× + بر + 1 جه ... 00 00 10 11 = .wW‏ 

فك تشفير س عملية سهلة ؛ لأن س هي كلمة شفرة في هذه الحالة وهذا ما يؤكده 

خطط المراحل باتباع المسار الذي يمر بالمراحل : 

2.2.222 

حت افوا ما في هذه الحالة عدم وقوع أخطاء أثناء عملية الإرسال ومن 
ثم سنفترض أن الرسالة الأقرب هي ("**× + )م2 + ..- 110110 = 7 وهذا 
وضع خطير جدا؛ لأنه قد وقع خطأ في إرسال أول ثلاث إحداثيات افترضنا أن 
:. 00 00 = » هي الكلمة المرسلة) وهذا يقودنا إلى الوقوع في عدد غير منته من 
الأخطاء أثناء فك التشمير؛ (لأننا قمنا بمك تشمير 110110٠٠١‏ = ۳۸ 0 عن فك 
تشفير ٠٠:‏ 000000 = 71). ومع ذلك فمن السهل أن نرى أن المشكلة هنا تكمن في وجود 
دورة في مخطط المراحل (مختلفة عن العروة التي عند المرحلة الصفرية) حيث إن 
مخرجات الأضلاع الموجّهة لبذه الدورة مُعلمة بالأصفار. وهذا هو السبب؛ لأن 
وقوع عدد منته من الأخطاء أثناء عملية الإرسال ينتج عنه عدد غير منته من أخطاء 
فك التشفير. إذا عرفنا وزن مسار (أو دورة) في مخطط المراحل على أنه وزن مخرجات 
الأضلاع الموجهة لبذا المسارء فإننا نعف شفرة التلاف الإخفاقية ( Catastrophic‏ 
Code‏ اutionaاConvo)‏ على أنها شفرة التالاف التي يحتوى مخطط مراحلها على دورة 
وزنها صفر مختلفة عن العروة التي عند المرحلة الصفرية. من الممكن اثبات أن شفرة 
التلاف من النوع (2,1,711) هي شفرة إخفاقية إذا كان 1 + ((#2) 2و ,(*),0) 04. ٤‏ 
شفرة التالاف هذه لدينا (* × + × + 1)(× + 1) = ×+ + 1 = (x)ږg‏ ومن ثم نرى أن 


.qcd(g,(*), يو‎ )2(( = 1 + x + “يد‎ +1 
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(۸,۳,۲) لكل من شفرات التلاف من النوع (2,1,71) » احسب ((960)9103(,9203 
لتقرر فيما إذا كانت الشفرة اخفاقية. في حالة الشفرة الإخفاقية جد الدورة 
التي وزنها صفر (ومختلفة عن العروة التي عند المرحلة الصفرية) في مخطط 
مراحل الشفرة. 

)1( «+1 )رو 2 و قير + ةجر +ع +1 - (2)رم. 


(ب) “× +× +1 - (x)ږg‏ فير + شير + 1 = (x)رق.‏ 


(ج) × + عر + 1 ح (من) ,م و ير ب ةبر بي + 1 - g(x)‏ 

فيما تبقى من هذا الفصل سنفرض أن الشفرات هى شفرات غير إخفاقية. 

نرجع الآن إلى دراسة زمن الانتظار قبل البدء بعملية فك التشفير ومعرفة أنغاط 
الأخطاء التي يمكن تصويبها. البداية الطبيعية لذا الغرض هي إيجاد المسافة 4 لشفرة التلاف 
(تسمى هنا المسافة الخرة الصغرى). لاحظنا سابقا أن شفرة التلاف هى شفرة خطية وبهذا 
تكون مسافتها © هى أصغر أوزان كلمات الشفرة غير الصفرية. وبا أن دراستنا تقتصر على 
شفرات التلاف غير الإخفاقية فإن كلمة الشفرة غير الصفرية ذات الوزن المنتهي تقابل 
مسارا يخرج بداية من المرخلة الصفرية (لضمان وؤن غير صغري لكلمة الشغرة) ومن ثه 
يعود بعد فترة معينة إلى المرحلة الصفرية ولا يخرج مرة أخرى (لضمان أن يكون وزن كلمة 
الشفرة منتهيا). لاحظ أن وزن أي مسار يخرج من المرحلة الصفرية في الشفرات غير 
الإخفاقية يجب أن يكون موجبا؛ لعدم وجود دورات وزنها صفر عدا العروة التي عند 
المرحلة الصفرية. على سبيل المثال» وزن المسار 000,100,010,001,000,000,٠٠٠‏ في الشكل 
(8,5) يساوي 6؛ لأنه يقابل كلمة الشفرة -.. 00 00 11 01 10 11 التي وزنها 


يساوى 6. كما أن المسار ٠ء٠‏ ,000,100,110,111,011,001,000,000 يقابل كلمة الشفرة 


شفر ات الثلاف 10 


٠‏ 00 00 11 10 00 00 01 11 ومن ثم فوزنه هو اا يساوي 6. وبهذا تكون 

مسافة الشفرة ,6 هي 6 = (4)61 (سنقدم في البند القادم خوارزمية لحساب (0)0). 

رين 

(۸,۳,۳) جد مسافة شفرات التلاف التي لبا المولدات التالية (خططات المراحل لبذه 
الشفرات مقدمة في التمارين (51١,؟,8)؛‏ (۸,۲,۹۲)ء (۸,۲,۹۳)). 


)( × + 1 = (2) 1م ۳ بر + × + 1 = (2د) ج. 
(رب) ×+ 7ے +ع +1 تت )يو و دير + كير + 1 = (×)ر9. 
جا “ردج +1 ع ريرم 0 و ع 2ج +ع +1 - ga)‏ 


بعد قيامنا بحساب مسافة الشفرة سنحاول تصويب جميع أنماط الأخطاء ذات 
الأوزان التي لا تزيد عن [1(/2 - 4)]. ولكن علينا الاجابة الآن عن السؤال التالي: ما هو 
زمن الانتظار اللازم قبل البدء بفك التشقير ؟ مسافة ٤‏ هي 6 = (04)01 ومع ذلك عند 
استخدامنا خوارزمية الاستنفاد لفك التشغير بدافذة سعتها 1 = > وجدنا أن فك تشغير 
الكلمة المستقبلة ٠٠٠‏ 00 11 = س هي الكلمة ٠٠٠‏ 00 00 00. ولبذا لم يتم تصويب غط 
الخطأ س الذي وزنه يساوي 2 حيث | C=‏ دقع وهنا لو انر ذا زهن 
غير حدود لاستطعنا تصويب س إلى ٠٠١‏ 00 00. 

يعرف طول المسار على أنه عدد الأضلاع الموجهة في المسار (يساهم الضلع 
الموجه بعدد مرات وقوعه في المسار). إذا أردنا تصويب جميع أنماط الأخطاء ذات 
الأوزان التي لا تزيد عن © فيجب أن يكون زمن الانتظار (7)6 اللازم من المرحلة 
الصفرية أكبر من 26. ولرؤية ذلك» نفرض أنه قد تم إرسال كلمة الشفرة الصفرية وأن 
عدد الأخطاء التى وقعت أثناء عملية الإرسال لا يزيد عن ٠‏ (لاحظ أن شفرات 
التلاف هي شفرات خطية » ولذا يمكننا افتراض أن الكلمة الصفرية هي الكلمة التى تم 


511 نظرية التشفير والتعمية 
إرسالبها دون المساس بالعمومية). باستخدام خوارزمية الاستنفاد لفك التشفير بنافذة 
سعتها (7)6 تقوم بعد (5)6 تك ساعة بمقارنة العلامات لجميع المسارات من المرحاة 
الصفرية التي طولها (©)+ مع أول (©) تكة من الكلمة المستقبلة ا ومن ثم نختار أقرب 
المسارات لتحديد المرحلة التى يجب التحرك إليها. ولإجراء عملية فك تشفير صائبة 
يجب علينا اتخاذ قرار البقاء عند المرحلة الصفرية ؛ لأننا قد فرضنا أن كلمة الشغرة 
المرسلة هي الكلمة الصفرية. ومن اختيار >)٠(‏ نرى أن وزن جميع المسارات التي تغادر 
مباشرة المرحلة الصفرية لا يزيد عن 26 بعد عدد (6)+ من المراحل؛ وبهذا فهو يختلف 
عن أول (7)6 تکة من ۷ بأكثر من عدد © من المواقع. 

من ناحية أخرى: وزن المسار الذي لا يغادر المرحلة الصفرية على الإطلاق 
يساوي صفرا ومن ثم فهو يبعد مسافة © > (//)غ/لا عن أول (©)+ تكة من 'ا. 

إذنء لا يوجد أي مسار من المسارات التي تغادر مباشرة المرحلة الصفرية بحيث 
يكون هو الأقرب» ولذا فجميع المسارات الأقرب إلى س تتفق على البقاء عند المرحلة 
الصفرية بعد أول (©)7 تكة. وكما لاحظنا عند دراستنا للشكلين (۸,۷) و (۸,۸) فان 
عملية فك التشفير تتوقف إلى أن نستقبل تكة أخرى من . ولكن بعد استقبالنا لتكة 
جديدة يكون بالإمكان تكرار النقاش السابق ونخلص إلى أن فك تشفير س صائب. في 
الحقيقة » من النقاش الْمقدّم سابقا نكون قد برهنا أنه باستطاعتنا إجراء فك تشفير صائب 
للكلمة « إذا وقع عدد من الأخطاء لا يزيد عن + في أي ()+ تكة متتالية من الكلمة 
المستقبلة. بهذا نستطيع تصويب عدد غير منته من الأخطاء إذا كان عدد أخطاء (©)+ من 
التكات المتتالية لا يزيد عن (إن ذلك شبيه بوضع الشفرات القالبية ذات الطول 
المتتهي ؛ لأنه يتم تصويب الأخطاء في مثل هذه الشفرات إذا كان عدد الأخطاء في أي 
من كلمات الشفرة لا يزيد عن ©). وبهذا نكون قد عرفنا الزمن اللازم للانتظار. 


شفرات التلاف 1۷ 


لتكن © شفرة تلاف غير اخفاقية. لكل [1(/2- 4)] > © > 1 يعرف (7)6 على 
أنه أصغر عدد صحيح × يحقق : جميع المسارات ذات الطول × في مخطط المراحل التي 
تغادر مباشرة المرحلة الصفرية لبا وزن لا يزيد عن 26. 

لاحظ أن تنفيذ خوارزمية الاستنفاد لفك التشفير بنافذة سعتها (6)+ يحتاج إلى 
جميع المسارات من الطول (7)6 من المرحلة الحالية إلى كل من إحداثيات الرسالة المراد 
فك تشفيرها. ولكن إنشاء جميع هذه المسارات التي عددها 256 عند كل تكة يستغرق 
فترة زمنية كبيرة» ولهذا سنقدم خوارزمية أسرع في البند .)۸,٤(‏ ولكن في الوقت 
الحالي لدينا المبرهنة التالية : 
مبرهنة (5 ,۳ ,۸) 

لتكن © شفرة تلاف غير إخفاقية. لكل © حيث [1(/2 - 4)] > ٠‏ > 1ء إذا وقع 
عدد من الأخطاء لا يزيد عن ٠‏ في أي من آغاط الأخطاء ولكل (6)+ من الخطوات 
المتتالية أثناء عملية الارسال فيكون باستطاعة خوارزمية الاستنفاد بنافذة سعتها (2)6 
فك تشفير الكلمة المستقبلة بصورة صائبة. 0 
مثال ١ت‏ ,۳ ,۸) 

لتكن ,6 شفرة التلاف التى لما المولدان × + × + 1= )رو و 3× + × + 1 = (206و 
(الشكل (8,5) هو مخطط المراحل للشفرة ,6). بما أن 6 = (,4)6 فإننا ندرس الحالتين 
1 - و2 -عه. 

في الحالة 1 = 6 نرى أن جميع المسارات ذات الطول 2 التي تغادر مباشرة المرحلة 
الصفرية لها وزن أكبر من 2 = 26. ويوجد على الأقل مسار واحد من الطول 1 يغادر 
مباشرة المرحلة الصفرية وزنه لا يزيد عن 26. إذن» 2 = (1)+. 


۳1۸ لطر ا وا 


أما في الحالة 2 = © فنرى أن جميع المسارات ذات الطول 7 التي تغادر مباشرة المرحلة 
الصفرية لها وزن أكبر من 4 = 26 (تحقق من ذلك !). ويوجد على الأقل مسار واحد 
طوله 6 يغادر مباشرة المرحلة الصفرية ووزنه لا يزيد عن 26. أحد هذه المسارات هو : 

000,100,110,111,011,001,100 

إذنء 7 = (2)< (الخوارزمية الأسرع التي سنقدمها في البند ٤(‏ ,۸) تستطيع أيضًا 
حساب (6)+ بسرعة). 

إذا استخدمنا خوارزمية الاستنفاد لفك التشفير بنافذة سعتها (1)+ فإستنادا إلى 
المبرهنة )۸,٠,٤(‏ نستطيع تصويب جميع آماط الأخطاء التي تحتوي على عدد من 
الأخطاء لا يزيد عن 1=ء لأي 2 = (2)1 تكة متتالية. على سبيل المثال» نستطيع 
تصويب مط الاطا: 





.e, = 10 00 01 00 01 00 10 ٠ 

وإذا استخدمنا خوارزمية الاستنفاد لفك التشفير بنافذة سعتها (7)2 فمن الممكن 
تصويب جميع أنماط الأخطاء التي تحتوي على عدد من الأخطاء لا يزيد عن 2 - ء 
لأي 7 = (2)< تكة متتالية. على سبيل المثال» نستطيع تصويب نط الخطأ : 

Û00 00 ÛÛ ÛÛ ٠٠‏ 00 00 11 = وع. 

لاحظ أن المبرهنة ٤(‏ ,۳ ,۸) لا تضمن لنا تصويب نط الخطاً ره إذا اخترنا 1= ع 
(يوجد عدد 2 > ٠‏ من الأخطاء عند التكة الأولى لنمط الخطاً ره). 
كذلكء لا يمكن تصويب ٠,‏ إذا اخترنا 2 = © (يوجد عدد 4 > e‏ من الأخطاء عند أول 
7 - (2) تكة متتالية لنمط الخطأ .)٠,‏ عند دراستنا للشفرات القالبية (ذات الطول 
المنتهي) لم نجد سبباً لكي يكون [1(/2 - 1)4 > © ولكن يتحتم علينا عمل ذلك عند 
فك تشفير شفرات التلاف حيث نقوم باختيار © لتتمكن من تصويب مط الخطأ المرجح 


و قوعهك. شر 


شفرات التلاف ۲1۹ 


عارين 
(AN, , 1)‏ لكل من الشمرات © التالية ولكل © حيث [1(/2 -(2)6)] > 6 > 1 جد 
٠)٠(‏ (وجدنا (4)6 في التمرين (۸,۳,۳) ووجدنا نخططات المراحل في 
اللعطاوون IA I DD a I  1١١‏ 1 
)أ( + 1= )يو و 7× + × + 1 = (×)رو. 
(ب) ×+ 2ج + ع + 1 > )يو و × + شير + 1 = (x)رق.‏ 
(ج) ×+ × + 1 حت مارم 00و20 ×+ ةيربج + 1 - (2ارم. 


(۸,۳,۷) ماذا يحدث لو حاولنا حساب (©2)* عندما يكون |1(/2- 4)] < ع ؟ 


٤(‏ ,۸) فك تشفير قيتربي المبتور 

Truncated Viterbl Decoding 
نقدم في هذا البند خوارزمية فك تشهير قيتربي المبتور لشفرات تلاف ثنائية من‎ 
النوع (2,1,77). نحتاج لتنفيذ هذه الخوارزمية إلى ”2 عملية حسابية وتخزين "2 مسارا‎ 
من الطول + عند كل تكة مقارنة مع *2 عملية حسابية وتخزين *2 مسارا من الطول ۽‎ 
عند تنفيذ خوارزمية الاستنفاد لفك التشفير. من الملائم هنا أنه عند التطبيق العملي‎ 
للخوارزمية يتم اختيار سعة النافذة > لتكون بين القيمتين 472 و 671 (هذا العدد غالا‎ 
ما يكون أكبر بكثير من (©)2). بني هذا الاختيار على برهان احتمالي يبين أن بهذا‎ 
الاختيار لسعة النافذة يكون عدد أنماط الأخطاء التي لا يتم تصويبها قليل جداً. لبذا‎ 





ناث وين 2 مارا ضوطا عن 2 مسارا تردق إل فر اسي سزاء فى الثمن أل 
التخزين. 

يعود السبب لتفضيل فك تشفير قيتربي المبتور على خوارزمية الاستنفاد لفك 
التشفير إلى أنه لكل مرحلة 5 يتم تخزين مسار واحد على الأكثر من الطول + من المرحلة 


1 نظي التشفير القع 


اال إلى اللرحلة . کر أولة برمف هر لل التوارزيية تم شدحم بعد ذلك 
خطواتها بالتفصيل. 

لنفرض أن «٠٠٠‏ ,مس = س هي الكلمة المستقبلة. تذكر أن ,س لكل 0 < ¡ هي 
عديد من النوع 2؛ لأننا استخدمنا التوريق البيني لتمثيل كلمات الشفرة والكلمات 
المستقبلة. وبما أننا نستخدم 2 = : فتتكون ,س من إحداثيين (يتم استقبال الإحداثيين 
عند الزمن 1). 

جميع المسارات من المرحلة الصفرية لا تزال مخرّنة عند أول ” تكة. ولكن عند 
الزمن :7 يوجد ”2 مسارا كل منها ينتهي عند مرحلة مختلفة» ولبذا فإن 7 -+ هي 
المرة الأولى التي ينتهي بها مسار واحد فقط عند كل مرحلة. وأثناء إنشاء "2 من 
المسارات تقوم الخوارزمية بحساب المسافة بين مخرج المسار والكلمة المستقبلة و تخزن هذه 
المسافة مع المسار. عند 72 < غ يوجد لكل مرحلة 1 م؟, ",ر5 ,ر5 = ى مرحلتان ينطلق 
من كل منهما ضلع موجه إلى 5 وهاتان المرحلتان هما : 

لايور , S1,32,‏ = وک و 1 ,وبر , *٠*,روقروق‏ = 1ک 

عند 71 = + تقوم الخوارزمية بتخزين المسارين وا[ و ۷ من المرحلة الحالية إلى 
المرحلتين 50 و ك على التوالي مع المسافتين (©.2)5 و (4)52 من المسارين ولا[ و W‏ 
على التوالي إلى الكلمة المستقبلة. عند ” < + وعند التكة ع تقوم الخوارزمية بجمع 
المسافتين بين ,س ومخرجات الضلعين الموجهين من 50 ورك إلى 5 مع المسافتين 
(1 - ,.4)50 و (1 - ,4)5 على التوالي وتأخذ المجموع الأصغر ليكون المسافة (4)5,2 
بين امتداد المسار 100 أو ,11 (أيهما يعطى مسافة أصغر) والمرحلة 5. 

يتم تخزين المسارات كمتتالية من الإحداثيات المستقبلة وليس على صورة متتالية 
من المراحل أو متتالية من خرجات الأضلاع الموجهة. في اللحظة التى يكون فيها + < غ 
يتم فك تشفير إحداثي رسالة عند كل تكة. ويتم التعامل مع المراحل ذات المسافات 


شفرات التلاف TT‏ 


(4)5,1 الصغرى : إذا اتفقت المسارات المخزنة في كل مرحلة من هذه المراحل على 
المرحلة التالية للحركة (أي أن تحتوي المسارات على نفس إحداثى الرسالة السابقة) 
فعند ذلك يتم فك تشفير إحداثي الرسالة هذه. وإذا لم تتفق جميع المسارات فنقوم 
بتعليم إحداثي الرسالة المراد فك تشفيرها بالعلامة * (من الممكن فك تشفير هذا 
الإحداثي إلى 0 ولكن من المناسب توضيح أن أيا من الإحداثيين ليس هو المفضل). بعد 
اتخاذ قرار بشأن إحداثي الرسالة يتم حذفها من جميع المسارات المخزنة. ومن ثم ينقص 
طول المسارات المخزنة إلى 1 -+ ولكن يتم زيادة هذا الطول ليصبح > عند تمديد هذه 
المسارات عند التكة 1 +8. 
خوارزمية )6,4,١(‏ [ خوارزمية قيتربي المبتورة لفك تشفير شفرات تلاف من النوع 
(2,1,772) بنافدة سعتھا >] 

لتكن ٠٠:‏ ,سرس هي الكلمة المستقبلة. يتم تنفيذ الخطوات التالية : 

: (خطوة البداية) إذا كان 0 = غ فنعرف (5:4) 1/7 و (© :4)5 على النحو التالي‎ )١( 

* < #»# ى = W(S;t)‏ (طولبا >) 
إذا كانت ء هى المرحلة الصفرية , 0 
d(s;t) = ١‏ 
خلاف ذلك ,۽ © 
(؟) (حساب المسافة) لكل 0 < + ولكل مرحلة 5,5,5 = 5 نعرف : 
((5)ك + (1 = 1E‏ .بو , :*** ,33 ريكا كت + )1 — :لا ,و بيرك , **' ,و5 ر وق 77111148 = d(s;t)‏ 

حيث (0:)5 هي المسافة بين ۷-1 و مخرج الضلع المو جه من ٤1مک‏ , ٠٠"‏ رج5 ,51 إلى 5. 

(۳) (حسات المسارات) 

)أ( إذا كان : 


(S1, °", Sm 1: 5 — 1( + 2, )5( < ك‎ 5و١,‎ Sm-1 jt — 1)} + G(s) 


0 نل ية الق ر اة 


حيث 0,1 = [,ا) فنكون 2 :ى) W‏ من (1 - :0 .ن_يرى , “,۷)5 وذلك باضافة 
الإحداثي الواقع أقصى يسار 5 إلى يسار (1 - غ :0,_يرى ٠٠١,‏ ,رى) 117 ثم نحذف الإحداثي 
الواقع في أقصى اليمين. 

(س) إذا كان : 

04 )5: ٠٠١, Sm, 0: — 1) + زوامك‎ = d(S1, ٠٠١ , Spit — 1) + d(5) 

فنكون W)5:(‏ من (1 - :0 ,يرك )51,٠٠»,‏ !1 وذلك بإضافة الإحداثي الواقع 
أقصى يسار ؟ إلى یسار (1 -0:2 ييه ٠٠:‏ ررع) /إلآا. 

(5) (فك التشفير) لكل 7 < *#: ضع (لكل مرحلة > (:4)5 :5) = (5)2 
'5» (4)5:4. إذا كان إحداثي أقصى اليمين في المسار )5:٤(‏ ۷ وليكن ¡ هو نفسه لجميع 
(1) 5ءء فنقوم بفك تشفير إحداثي الرسالة على أنه ¡ وخلاف ذلك يكون فك إحداثي 
الرسالة على أنه *. 

الاحظ أن الاحداثيات التي عددها 71 ف أقصى يسار (5;۲) ۷ يجب أن تساوىي 5 
ومن ثم لا توجد حاجة إلى تخزينها. 

يقدم التمرين (4,5 ۸) تعميماً للخوارزمة (8:4,1) لفك تشفير شفرات تلاق 
من النوع (71,/,771). 
مثال ( ۲ ٤,‏ ,۸) 

لتكن ,© الشفرة التي لها المولدان × + ×+ 1= (×)رو و ×+ 2 + 1 = ()رو. 
ولتكن : 


W = جه ... 00 00 11 =“ وشا اويا‎ 1 + x 

هي الكلمة المستقبلة (سبق وأن درسنا هذا المثال بشيء من التفصيل في البند 
(۸,۳)). ولنفرض أن سعة النافذة هى 7 = (2)< = > (انظر المثال (8,7,8)). مخطط 
المراحل للشفرة ,© هو المبين في الشكل .)6,١٠١(‏ 


شفر ات الثلاف TTT‏ 


| 7 | II0 
3 
0 7 ا‎ 77 
5 5 
000 00 010 5 ” ام‎ |] 11 | 1 
Mh م 1 و‎ 0| 
| 5 
تي ع 3-5 ر‎ 
7: ۴ 
انان‎ + 1 ÛÎ 


الشكل .)۸,٠١(‏ مخطط مراحل الشفرة 61. 


عند 0 + : نضح **++ 5 = (5;0) W۷‏ لكل مرحلة 5 ونعرف (0)000:0 
و6 = (4)5:0 لكل مرحلة 'ء مختلفة عن المرحلة الصفرية. 
عند 1 -غ: 11 = ونا = -بس. استنادا إلى الخطوة (؟) من الخوارزمية ,١(‏ 5 8) 
نقوم بدراسة جميع المراحل ؛ مرحلة مر حلة. 
0 = 5: 
d(000; 1) = min{d(000; 0) + 2, d(001; 0) + 0}‏ 
min{2, o]‏ - 
2= 
(نحصل على 2 = (4)000 بملاحظة أن مخرج الضلع الموجه من المرحلة 000 إلى 
المرحلة 000 هو 00 وهذا يختلف عن 11 = وس بموقعين. وبالمئل » 0 = (4,)000 ؛ لأن 
مخرج الضلع الموجه من المرحلة 001 إلى المرحلة 000 هو 11 وهذا لا يختلف عن مس). 
باستخدام الترميز المستخدم في الخطوة (۳) من الخوارزمية )۸,٤,١(‏ نجد أننا 
نحصل على القيمة الصغرى عند 0 = 1ء وبهذا نحصل على (11//)000:1 من (0 W)000;‏ 
بإضافة الإحداثي الذي يقع أقصى يسار المرحلة 000 إلى ***+ 000 = (0 :000) ۷ وبعد 
ذلك نقوم بحذف الإحداثي الواقع في أقصى اليمين. إذن ؛ +++ 0000 = (1/)000:1. 
0 = 8: 
d(100; 1) = min{d(000; 0) + d,(100), d(001; 0) + d,(100)}‏ 
min{0 + 0, co + 2} = 0‏ = 


TY ¢‏ نظرية التشفر والتعمية 


وف هذه الحالة أيضا نحصل على القيمة الصغرى عند 0 =1» وبهذا تحصل 
على (100:1) ۷ مسن (0 ;000) ۷ باضافة الإحداثي الواقع في أقصى يسار المرحلة 
0 = 5 إلى (0 :000) ۷ ومن حذف الإحداثي الواقع في أقصى اليمين فيكون 
.W (100; 1( = 1000 ±*+‏ 

:5 = 0 


d(010;1) = min{d(100; 0) + d,(010), d(101:0) + d,(010)} 
= min{oo + 1, co + 1} 


م = 
في هذه الحالة نستخدم الخطوة (۳٣ب)؛‏ لأننا حصل على قيمة صغرى في كلا 
الحدين. لدينا : 
W (100; 0) = 100 »+++‏ 
W(101; 0) = 101 ++++‏ 
ومن ثم فإن *+*+* 010 = (1 ;010) .W‏ 
الإحداثي الرابع في المسار W)010:1(‏ هو * لأن (1/)100:0 و (101:0) W‏ 
يختلفان في هذا الموقع. 
بالمثل» من الممكن حساب (5:4) 17 و (4)5:4 لبقية المراحل. الجدول التالى يلخص 
لنا الحسابات التي أجريناها: 
I‏ 


1= ع 


t= Û 





100 »د (الانارل)‎ + 2 OOOO ##x# 
100 oo, 100 +++ 0,1000 +++ 
U10 ,مت‎ (1Û +x ûû, O10 وعد‎ 
110 ,رمن‎ 110 +++ 00, 110 +++ 
001 ,مم 4+ 001) ,رمه‎ OO] »* + # 
101 o0, 101 ***+ ,مم‎ 101 +¥ 
011 ,مه‎ O11 +++ ,رمن‎ 011 +++ + 
111 ,مه +**» 111 ,مه‎ 111 *»*** 


(كل مدخل ٤‏ المحدول السابق هو ( زى) 2(,1/7 :0)5). 


شفرات العلااف 570 


لاحظ أن تمثيل مخطط المراحل في الجدول السابق بين إلى جانب المرحلة 5 مخرج 
الأضلاع الموجهة إلى 5 في مخطط المراحل. وهذه هي بالضبط المخرجات التي نحتاج إليها 
لحساب (40)5 و (41)5: وبهذا نرى أهمية هذه الجدولة للمعلومات وسنظهرها في 
الجداول التي تلى. 

باستمرار فك التشفير عند 2 = ا و 3 = : نحصل على الجدول التالي (لاحظ هنا 


أن 00 = w‏ و 00 = رw)۔‏ 


المخرج المرحلة 
3 - ع 2 - ع 2101-3 SSRN‏ 
* 2,0000000 ** 2,00000 | 11 00 000 
+ 4100000 ++ 4,10000 | 00 11 100 
+ 5,010000 ** 1,01000 | 01 | 10 010 
+ 5,1100000 ** 1,11000 | 10 01 110 
c0,001 »*++*+ 2001000 +‏ | 10 | 01 001 
c0,101 +*** 2,1001000 +‏ | 01 10 101 
j 00,011 +++*+ 3.011000 +‏ 00 11 011 
* 1,1111000 *+**+ 0,111 | 11 00 111 


لاحظ أننا وصلنا الآن إلى 72 - 3 = .٤‏ وفي هذه الحالة لدينا ه > (4)5:6 لجميع 
المراحل 5. وهذا يعنى وجود مسار طوله :7 من المرحلة الصعرية إلى كل من المراحل 


الأخرى. لحد الآنء وجدنا عند حسابنا للقيمة الصغرى باستخدام الخطوة (؟) من 
الخوارزمية (8,4,1) أن إحدى القيمتين هي . وهذا ليس صحيحاً عندما يكون 77 < غ. 
عند 4 = : 00 = وس وبدراسة المراحل نجد أن : 
0 = و: 


d(000; 4) = min{d(000; 3) + روك‎ d(001; 3) + dı} 
= min{2 + 0,2 + 2} 
-2 


۳ وا والتعمي 


ونحصل على القيمة الصغرى عند 0 = :1 ومن ثم حصل على (000;4) ۷ من 
(11/)000:3. إذن : 
.W (000; 4) = 0000000‏ 
0 = ؟5: 


d(100; 4) = min{d(000; 3) + do, 0)001:3( + dı} 
= min{2 + 2,2 + 0( 
2 


حيث نحصل على القيمة الصغرى عند 1 = ¡ ومن ثم نحصل على (4 :100) ۷ من 
W)001; 3(‏ ويكون 1001000 = (4 ;100) 7. 
0 = ؟ : 


d(010; 4) = min{d(100; 3) + ,وك‎ d(101; 3) + d,} 
= min{4 + 1,2 +1} 
- 3 


(حيث المسافة م هي المسافة بين و« ومخرج الضلع الموجه من المرحلة 100 إلى 
المرحلة 010 ومن ثم فإن 1 = م4. أيضا: 4 هي المسافة بين وس ومخرج الضلع الموجه 
من المرحلة 101 إلى المرحلة 100 ومن ثم فإن 1 = ,4.). إذن» نحصل على (4 ;010) W‏ 


من (101:3) 11 ويكون 0101000 = (4 ;010) /11. 


وبحساب ممائل لكل من المراحل الأخرى نحصل على : 





()000)0الالارت 11 نان 000 


100 11 00 2,1001000 
010 10 01 3,00 
110 01 10 3,1110000 
001 01 10 4,0011000 
101 10 01 4,1011000 
011 11 00 1,0111000 
111 Û00 11 3,1111000 


عال کک 0 = وس وندرس كل مرحلة من المراحل. 


:5 = 000 


min{d(000; 4) + ,مك‎ d(001; 4) + 7 
min{2 + 0,4 + 2} 


شفرات التلاف 


ويكون 0000000 = (11/)000:5. 


:5 = 100 


d(000; 5) = 


= 2 


d(100; 5) = min{d(000; 4) + do, d(001: 4) + dı} 
= min{2 + 2,4 + 0( 
=4 


TTY 


في هذه الحالةء لدينا ر + (4 :4)001 = مك + (4 :4)000. ومن ذلك نرى استنادا 


إلى الخطوة (۳ب) أننا نحصل على (1//)100:5 من كل من (4 ;000)⁄ و (4 :001) W‏ 
بوضع * عندما يختلفان وإضافة الإحداثي أقصى يسار 100 وحذف الإحداثي الواقع 


في أقصى اليمين. وبا أن 0000000 = (4 ;000)⁄ وأن 0011000 = (1/)001:4! فيكون : 


.W(100; 5) = 100 »* 0 


وبالاستمرار على هذه الشاكلة لبقية المراحل ومن الحالتين 6 = غ و 7= ع نحصل 


على الحدول التالى : 

ر کح 6 دع 
2,0000000 2,0000000 
***+* 4,100 2,1001110 
3,111 3,0101110 
1111 3,1101110 
x* 10 4001 + 1 * 1‏ 4,001 
1 + 1 * 4,101 10 ** 4,101 
3,0111001 3,0111010 
1111111 3,1110010 


=5 


2,0000000 
4,100 ** O00 
3,10100 
33 10 
2011100 
2111100 
31110 
3,1110100 


المخرج 
X4 = 0 X4 =1‏ 
11 00 
00 11 
01 10 
10 01 
10 01 
01 10 
00Û‏ 11 
11 00 


TTA‏ نظرية التشفر والتعمية 


أخيرا وصلنا إلى الحالة > = .٤‏ نستطيع الآن فك تشفير إحداثي الرسالة الأول 
باستخدام الخطوة (5) من الخوارزمية .)8,5,١(‏ في هذه الحالة لدينا (000) = (5)7 ؛ 
لن (4)5:7 > 2 = (4)000:7 لجميع المراحل 000 ء. وبهذا يكون أول إحداثي يفك 
تشفيره هو الإحداثي الواقع في أقصى اليمين للمسار (000:7) ۷ء أي الإحداثي 0. 
الآنء نقوم بحذف الإحداثي الواقعة في أقصى اليمين للمسار (17)5:7 عند 8 = غ 
وذلك أثناء انشاء (5:8) 187 (الخطوة (7) من الخوارزمية ٤, ١(‏ ,۸)). 

ا لجدول التالي ين فك التشفير لبعض التكات الأخرى: 


قدعع | خقاصسغع | t=10‏ | وسع 8 دع ال 
5 
O00 A00000 | 20000000 | 2,0000000 | 240000000 | 20000000‏ 
000 00 +++ 4100 | ”° ا ++++ 4,100 100 
xxx | 5,010 ++ | 5,010 »»*« | 5,0100 **#‏ 5,010 | *+» + 5,010 010 
+++ 5,1100 | *+++ 5,110 | +++ء 5,110 | **++» 5,110 | +++ 5,110 110 
+++ 6,001 | *+*** 6,001 | 40011100 | 40011101 | +*++*+ 4,001 001 
+++ * 6,101 | **** 6,101 | 41011100 | 41011101 | +*+** 4,101 101 
** 5,01110 | ** 5,01110 | **± 5,0111 | 3,0111001 | 3,0111011 011 
*** 5,1110 | *** 5,1110 | +± 5,1110 | +++ 5,111 | 3,1110011 111 
0 0 0 0 0 : فك التشمير إلى. للك 


مغال (۳ ٤,‏ ,۸) 
مرة أخرى نآخذ الشفرة ,6 المقدمة في المثال (۲ , 5 ,۸). لنفرض أن : 
#بر + ير + 1 به ... 00 10 00 00 00 11 ع w‏ 
هي الكلمة المستقبلة. ومرة أخرى نستخدم الخوارزمية )8,5,١(‏ بنافذة سعتها 
7 > (2)< (انظر المثال (8,,8)). الحسابات ھی تكرار للحسابات التى أجريناها في 


المخال (؟ ,5 ,۸) إلى أن تصل الحالة 5 = ٤‏ حيث يبدأ تأثير الحد 8 في الكلمة ()»ا. 


شفر ات التلذاف ۲۹ 
المخرج المرحلة 
t= 7‏ 6 دع 5 2ت ع 4 = 1= ول | 0 = وى 5 
++» 3,0000 0 +++ 3,000 3,0000000 2,0000000 | 11 00 000 
1+ 1,1001110 3,1000000 2,1001000 | 00 11 100 
2,01011 0*** 4,010 2,0100100 3,0101000 | 01 10 010 
1 6+ 0 *++* 4,110 100 + 4,110 3,1101000 10 01 110 
+*** 5,001 3,0010010 1,0011100 4,0011000 | 10 01 001 
+++ 5,101 3,1010010 100 +3,101 4,1011000 | 01 10 101 
1 + 4,01110 4,0111*10 100 +4,011 1,0111000 | 00 11 011 
+++ 4,1110 4,1110+10 4111*100 3,1111000 | 11 00 111 
: فك التشمير إلى 


في هذه الحالة» عند 7 -غ نقوم بفك تشفير الإحداثي 1 من الرسالة. إذا فرضنا أن 

الكلمة الصفرية هي الكلمة التي تم إرسالبا فيكون الخطأ الثالث في الكلمة (×)س هو 

الذي تسبب فى فك تشفير خاطئ. 4 

غمارين 

٤, ٤(‏ ,۸) استمر في فك تشفير (×)س المقدمة في المثال (7, 5 ,۸) عند 8,9,10,11,12 = غ. 
هل من الممكن أن يكون إحداثي الرسالة التي تم فك تشفيرها هو 0 عندما 
يكون 12 < غ ؟ 

(8,5,4) مرة أخرى» استخدم شغرة التلاف را حيث ++ ؟ +1 - يو 
و × + × + 1 = رو واستخدم الخوارزمية )85,54,١(‏ بنافذة سعتها 7 = (7)2 
لفك تشفير كل من الكلمات المستقبلة التالية. استمر فى عملية فك التشفير 
حق 9 

w(x) = 1 + جه تير‎ 10 01 00 00 -- (( 
w(x) = 1+ x + x* رب -- 00 00 10 11 جه‎ 


ا -- 00 10 00 10 00 00 01 00 جه عاير + °× + wx) = x°‏ 


۳٠‏ نظرية العشقير والتسمية 


٤, (‏ ,۸) يمكن تعميم الخوارزمية ٠, ١(‏ ,۸) لفك تشفير شفرات تلاف من النوع (",) ,۸) 
على النحو التالي (مخططات المراحل لہذه الشفرات هي المقدمة في التمرين 
(5١؟,86)).‏ 
)١(‏ نفس خطوة الخوارزمية .)۸.٤,١(‏ 
(5) لكل 0 < + ولكل مرحلة ير5, 5.٠٠:‏ بود نعرف : 
t) = min{d(Sg,***, Sm-x U  — 1) + dy, }‏ :5) 04 
حيث مجال »ا هو جميع الكلمات الثنائية من الطول » وحيث ,4 هي المسافة بين 
W-1‏ ومخرج الضلع الموجه من المرحلة لا._يررى, 5,٠٠:‏ إلى المرحلة 5 في مخطط المراحل. 
)١( )۳(‏ إذا كان لكل u‏ + م 
بيك + )1 — ٠٠" , Sm, TÊ‏ رعر5) كه >> ٠٠“ , Sm UE —= 1) +d,‏ رعر5) أن 
م بإنشاء (5:1) ۷ من (1 - نا »-م؟,““٠‏ »۷)5 بحذف الإحداثيات التي 


عددها # في أقصى اليمين وإضافة الإحداثيات التي عددها » في أقصى يسار 5 إليه. 
(ب) إذا لم تكن (1 - غ زلا.م_برى,:»٠٠,م4)5‏ هي القيمة الصغرى يار وحيد لا 
فنقوم بإنشاء (© :)۷ باختيار أي من القيم ا ومن ثم نستمر كمافي 
الخطوة (١آ).‏ من الممكن ا لهاك تركيبا لجميع المسارات 
"Sm UE — 1)‏ ر5) نأ التي تكون فيها المسافة (1 = زعا_يرة ٠٠١,‏ ,ر4)5 
مسافة صغرى ( كما هو الحال في الخوارزمية (١,٤,۸))ء‏ ومن ثم نضع 
العلامة * في المواقع التي يختلف فيها مساران. 
(5) لكل +ع ٤ء‏ ضع الجميع المراحل 'ئء (4)5':2 > (+:4)5 :5) = .S(t)‏ 
فك تشهمير إحداثيات الرسالة 712,٠٠١,711,‏ ,7111 حيث ,771 هو الإحداني من 
الإحداثيات + الواقعة فى أقصى بين (5:1)⁄ لكل ()565. وإذا اختلف مساران فى 
الموقع ¡ يكون فك التشمير هو *- ع::71. 


شق ات العاف TT‏ 


برهن أن هذه الخوارزمية هى بالفعل تعميم للخوارزمية ٤, ١(‏ ,۸). 

نناقش بعض الملاحظات على الخوارزمية .)8,5,١(‏ أولى هذه الملاحظات هي 
إمكانية وجود طرق أخرى لتعريف خطوة فك التشفير (الخطوة (5) من الخوارزمية). 
على سبيل المثال» من الممكن عدم البدء بعملية فك التشفير حتى تتفق جميع المسارات 
إلى كل من المراحل في الإحداثي الواقع في أقصى اليمين (آي الإحداثي المستخدمة في 
فك التشفير). ولكن ف مثل هذه الحالة يجب علينا انتظار عدد كبير من التكات قبل 
تنفيذ فك التشفير وهذا يحتاج إلى سعة تخزين أكبر. من الممكن أيضا إجراء تعديل آخر 
على الخطوة )٤(‏ وهو حذف كل من المسارات التي تختلف فيها الإحداثي الواقع في 
أقصى اليمين عن إحداثي الرسالة الجاري فك تشفيره ؛ (لأن مثل هذه المسارات تتحرك 
إلى مراحل مختلفة). ولكن مثل هذه الإجراء سيطرح بعض الأسئلة النظرية عن 
الخوارزمية حيث من الممكن أن يؤدي فك التشفير في هذه الحالة إلى عدد غير منته من 
الأخطاء في أغماط أخطاء اندفاعية منتهية أثناء عملية الإرسال. 

أما ثاني هذه الملاحظات فهى السؤال: هل من الممكن إثبات نتيجة ماثلة 
للمبرهنة (8,7,5) لخوارزمية قيتربي المبتورة لفك التشفير (خوارزمية (١,86,5))؟‏ 
الاجابة عن هذا السؤال هي لا؛ لأن هذه الخوارزمية تحتاج إلى بعض الوقت لكي 
تتخلص من الأخطاء التى يمكن وقوعها في كلمة الشفرة أثناء عملية الإرسال. ولرؤية 
لاذا يوجد فرق بين الخوارزميتين؛ افرض أن 2 = غ في المثال (8,5,7). عند استخدام 
خوارزمية فيتري المبتورة لفك التشفير فان المسار الذي ينتظر في المرحلة 000 سيتذكر 
الخطأين اللذين سبق وقوعهما فى س عند التكة 1 = + عندما كانت 1 = ۷-1 والسيب 
في ذلك يعود إلى أن 2 = (2 :4)000. سنرى في المثال (/ا,8,5) أن تأثير هذين الخطاين 
ميقي حص ا 13 عب وان من تا الخرىء عند اتهداء وارز لايناد 
لفك التشفير نرى أن الخطأين اللذين كان لما تأثير في قرار فك التشفير عند التكة 


۲ نظرية التشفير والتعمية 
1= ا ينتهي تأثيرهما بعد ذلك (أي عند 2 < .)٤‏ تذكر أنه عند 2 < ا يتم مقارنة 
المسارات ذات الطول ج من المرحلة 000 مع 00000 = جب۷ ۷-۷,٠,‏ وهذا جزء 
من الكلمة المستقبلة يتفق فقط مع المسارات التي لا تزال عند المرحلة الصفرية. 

نقدم الآن بعض التفصيلات عن الزمن الذي يستمر فيه تأثير الأخطاء أثناء عملية 
الإرسال على فك التشفير عند استخدام خوارزمية قيتربي المبتورة لفك التشفير بنافذة 
سعتها (©)2 المعرفة في الخوارزمية .)8,5,١(‏ نبدأ بتقديم بعض التعريفات. نفرض أن 
(/ء,5)» هو الوزن الأصغر لمر من ١‏ إلى '5 في مخطط المراحل. لنفرض أن (5)6 هي 
المرحلة الصحيحة عند التكة + (أي أن (5)6 هي مرحلة وصول كلمة الشفرة المرسلة 
عند التكة غ). سنقول إن فك التشفير جاهز من النوع © (رههء٣-ه)‏ عند التكة ‏ إذا تحقق 
الشرطان التاليان : 

.5' + s)غ( لكل‎ 4)5': ( < ds): t( + min{1 + e, w (s(t), °} )١( 

(؟) إذا كان ع + 1 > ('s,()ی)سw‏ فإن بي = (5';1) ۷ (من الطول >)حيث ذا 
فق ا( )ء = © :()ى) /11. 
مثال (7, 4 ,۸) 

في المثال (؟,8,5)ء نرى أن المرحلة الصحيحة لكل 1 < غ هي 000 = (غ)ء ؛ 
لأننا افترضنا أن كلمة الشفرة التي تم إرسالها هي الكلمة الصفرية. وبا أن 3 = :7 عدد 
صغير فيمكن حساب ('ئ,000)سw‏ = ('ئ,(8)ئ)س لكل 000 72 'ى من مخطط المراحل 


: بسهولة‎ 
w(000,100) = 2, w(000,010) = 3,)000,001( = 4, 
w(000,110) = 3, w(000,101) = 4, w(000,011( = 3, 
w(000,111) = 3 


المرة الأولى التي يكون عندها فك التشفير جاهزا من النوع 2 في المثال (۲ , 4 ,۸) 
هى عند التكة 12 = . ولرؤية ذلك لاحظ ما يلى : 


TTT شفر ات الثلاف‎ 
: عند 10 = غ» لدينا‎ 
d(001; 10) = 4 < 5 = d(000; 10) + min{1 + e, w(000,001)} 

ولذا فالشرط )١(‏ من تعريف جاهزية فك التشفير غير حقق. 

عند 11 = ٤‏ نرى أن جميع المراحل تحقق الشرط )١(‏ من تعريف جاهزية فك 
التشفير ولكن 1+8 - 3 > 2 = w)000,100(‏ وأن 100 +++++ 100 = )11 ;100( W‏ 
(لأن س(1)ء = 0000000 = (11/)000:11 وبهذا يكون 0000 = ن). 
عند 12 = + نرى أن جميع المراحل تحقق الشرط )١(‏ وأن 100 = '5 هي المرحلة الوحيدة 
حيث © + 1 > w)000,s'(‏ و ب'5 = A .W (100; 12) = 1000000 = s'0000‏ 

المبرهنة التالية بين آهمية أن يكون فك التشفير جاهزا من النوع ©. 
مبرهنة ( ٤,۸‏ ,/) 





لتكن © شفرة تلاف غير إخفاقية تستخدم خوارزمية قيتري المبتورة لفك التشفي 
(خوارزمية .))8,5,١(‏ عند التكة ۲ء إذا كان فك التشمير جاهزا من النوع © فسنحصل 
على فك تشفير صائب إذا وقعت أخطاء لا يزيد عددها عن ٠‏ أثناء عملية الارسال. 

توضح لنا المبرهنة خلفية تسمية الجاهزية من النوع ©. ومن الواضح أن هذه 
الممرهئة أضعف بكثير من المبرهنة ٤(‏ ,۳ ,۸). يعرف فضاء الحماية (ععقرر5 ترون ©) على 
أنه الفترة الزمنية الخالية من أخطاء الارسال التى تلى أخطاء اندفاعية. للحصول على 
نتيجة مشابهة للمبرهنة (6,7,5) نحتاج لمعرفة فضاء الحماية اللازم قبل أن يكون فك 
التشفير جاهزا من النوع 6. عند استخدام فك التشفير الاستنفادي» نرى أن المبرهنة 
(8*:5) تضمن لنا فضاء حماية يساوي 0 (إذا اعتبرنا أن الجاهزية من النوع © تعني 
أن أي نمط خطأ لاحق وزنه لا يزيد عن © يؤدي إلى فك تشفير صائب للكلمة 
المستقبلة). في الحقيقة؛ يمكن إثبات أن فضاء الحماية اللازم ليكون فك تشفير قيتربي 


المبتور جاهزا من النوع © بعد أخطاء اندفاعية هو زمن منته وأنه من الممكن معرفة طول 


١-7‏ نظرية التشفير والتعمية 


فضاء الحماية لبعض شفرات التلاف التي يكون فيها العدد 7 صغيرا. إن أقرب صيغة 

للمبرهنة ١(‏ ,۳ ,۸) يمكن الحصول عليها هي : 

ميرهنة (5,5,/) 

لتكن © شفرة تلاف غير اخفاقية تستخدم خوارزمية فيتربي المبتورة لفك التشفير 

بنافذة سعتها <)٠(‏ (الخوارزمية .))8,5,١(‏ إذا أمكن تجزئة أماط الأخطاء إلى أخطاء 

اندفاعية وزن كل منها لا يزيد عن © حيث يتبع كل منها فضاء حماية طوله كاف 

(منته) فإن فك التشفير يكون انا 

غمارين 

)8,5,9١(‏ (أ) استخدم الخوارزمية )۸,٤,١(‏ بنافذة سعتها 6 = (7)2 لفك تشفير 
الكلمة المستقبلة (ح)س ع يد+ 1 مه ... 00 00 11 = س المشفرة باستخدام 
شفرة تلاف من النوع (2,1,2) بمولدين 7 + 1= (ع«)رو و +1 - (2«)يو 
× + ×. استمر في عملية فك التشفير لإثبات أن فك التشفير جاهز من النوع 
2 عند 10 = ٤‏ بفرض أن كلمة الشفرة التي تم إرسالها هي الكلمة الصفرية 
(ومن ثم فالمرحلة الصحيحة (5)4 هي المرحلة الصفرية لكل ). 

(ب) أثبت أن فك التشفير ليس جاهزا من النوع 2 عند 9 = ٤‏ ومن ثم لا تضمن 

لنا المبرهنة ٤,۸(‏ ,۸) تصويب أي نمط خطأ لاحق وزنه لا يزيد عن 2 = ع. 
إذا كان 10 = ع و 11 -غ+ فآثبت أن إحدائيات الكلمة المستقبلة يتغير كل 
منها إلى 10 (أي أن الكلمة المستقبلة هي × + ۴× + × + 1 = ()س) 
ومن ثم يكون فك التشفير * عند 12 = غ. 

(8,4,11) لكل كلمة مستقبلة في التمرين (4,5,8): جد أصغر غ بحيث يكون فك 
التشفير جاهزا من النوع 2 عند التكة خ. 


شفر ات الثلاف 0 
أخيرا نقوم بحساب كل من (4)6 و (2)6. ولانجاز ذلك علينا إيجاد أوزان 
المسارات التي غادرت للتو المرحلة الصفرية. لحساب (4)6 نحتاج إلى إيجاد المسار ذي 
الوزن الأصغر ولحساب (©): نحتاج إلى إيجاد الطول × بحيث يكون وزن أي مسار طوله 
على الأقل × لا يزيد عن 26. من الممكن تعديل خوار زمية فيتربي المبتورة لفك التشغير 
(الخوارزمية (8,4,1)) لانجاز المهمتين. لنفرض أولا أن الكلمة الصفرية هي الكلمة 
المرسلة. عندئذء دالة المسافة تحسب لنا أوزان المسارات. ثانياء لإرغام المسارات على 
مغادرة مباشرة للمرحلة الصفرية نضع © = (4)00...0;1. ولمذا نسقط من حساباتنا 
المسارات التي تبقى عند المرحلة الصفرية ؛ لأن المسار المتبقى حيث (4)5:1 منته» هو 
امسار إلى 100-00 = 5 (أي المسار المغادر مباشرة المرحلة الصفرية). ثالثاء لا تاج إلى 
تخزين المسارات 417:2 لأنها لا تؤثر فى هذه الحسابات. رابعاء يجب علينا معرفة 
الاجابة! لكل شفرة غير اخفاقية» نرى أن كل مسار من المسارات ذات الوزن المنتهى 
الذي يعود إلى المرحلة الصفرية يبقى في هذه الرحلة ول ااا ق مكدع 
تكون (4)5:4 هي وزن مسار أصغري من الطول ‏ الذي يغادر مباشرة المرحلة الصفرية 
وينتهي عند المرحلة 5. أيضا ادا كان (ا ;۰۰۰0 1)00 < (ا ;5) عند التكة t‏ لکل المراحل 5 
فنجد أن (0:2:-4)00 = (غ:0:-.4)00 لكل م  <‏ (استنادا إلى الخطوة (۲) من 
الخوارزمية )۸,٤,١(‏ يكون من الواضح أن ((1 - mind): t'‏ < ( :'4)5 لكل 
مرحلة '5). إذنء 4)00٠--0:4(‏ = (4)6. وبالمثل»: بمجرد أن يكون +2 < (4)5:2 لكل 
مرحلة 5» نرى أن وزن جميع المسارات من الطول ‏ التي تغادر مباشرة المرحلة الصفرية 
اکر من 26. وبهذا نجد أن وهو اول د ) تحفقق 26 < (2)5:2 لكل مرحلة 5. وعليه 
يكون لدينا التعديل التالي للخوارزمية )۸,٤,١(‏ لحساب (4)6 و (5)6. 


مضل نظرية التشفير والتعمية 
خوارزمية (؟١,8,4)‏ [إيجاد (4)6 و(6) لشفرات تلاف غير إخفافية ] 

نفرض أن (/1)5:5 وزن الضلع الموجه من ؟ إلى '5 في مخطط المراحل. يتم تنفيذ 
الخطوات التالية : 


: إذا كان 1 = + فتعرف‎ )١( 


wt(00--۰0; 100-۰0) ,s = 100-0 
0000-5 خلاف ذلك‎ 


)۲( لكل 1>( ولكل مر حلة 51 ,»٠٠,وى‏ = 5 نعرف : 
d(s;t) = min{d(Sg.***,Sm-1, 0: — 1)‏ 
1E = 1(‏ , سق , WES, ٠٠» , Sm 0: SJ, d(So, ٠٠"‏ + 
((1:5 وسور , ٠٠»‏ روق) غاا + 
)۳( ادا كان (غ;d)s‏ < d(00 ۰۰-0; t)(‏ لکل مر حلة 5 فان (غ:0--٠-4)00‏ = .A(C)‏ 
(5) إذا كان 26 < (غ:d)5‏ لكل مرحلة 5 وتو جد مر حلة 'ى حيث 26 > (1 -غ :'0)5 
فان + = (1)6. 
إذا فرضنا أن الكلمة المستقبلة هى 000٠٠١‏ = س فتكون النوارزمية )8,5,١1(‏ 
هي الخوارزمية )1 ,£ (A,‏ مع الفرف الو حيد وهو تعريقنا مه = )1 ;0 0000٠٠١‏ وعدم 
حسات (غ ;8) ۷. 
مغال ( ١‏ , 5 ,۸) 
سب (4)6 و( حيث |152 - (©) 1)2 = ة 12 للشفرة 6 التى لبا المولدان 
تبر + ع + 1 > 2)روم و ×+ 22# + 1 جح (2)يوو (قمنا سانا بهذه الحسايات ٤‏ الخال 
(6,5,5) والفقرة المقدمة قبل المثال (1,8,)). سنستخدم المثال (۲ ٤,‏ ,۸) عند تنفيذ 


.)۸,٤,١( الخوارزمية‎ 


شفرات التلاف TTY‏ 

المخرج لمرحلة 
10 9 85 ”أ 6 5 4 3 2 1=( 3 دغ | 20م 5 
6 65 6 6 6 65 6 نت oo‏ حت 11 00 000Û‏ 
6 6 6 6 4 6 ك4 2م ص 7 00 11 100 
ر 7# و5 5 5 5 هم 3 ص 01 10 010 
#7 تا 5 5 5 5 @ 3 ص 10 01 110 
6 6 6 6 6 4 6 4+4 ص 00 10 01 001 
oo 4 6 4 6 6 6 6 6‏ ص 01 10 101 
FF‏ 5 5 5 5 5 3 5 م a0‏ 00 11 011 
b5 5 5 F7 FF‏ 5 5 3 هس a0‏ 11 00 111 


عند 10 = d)000;10( < 4)5:10( :t‏ لكل مرحلة 5ء وبهذايكون 
6 = (4)000:10 = (2)6 (من الخطوة (۳) في الخوارزمية .))۸,٤,١١(‏ با أن 


[1(/2 -(2)6)] > ع > 1 فترى أن 1= و 2 = ع. 


علد 1= 2# : 26 < (4)5:2 لكل مرحلة 5 وإن 26 > 2 = (4)000:1. إذنء 
باستخدام الخطوة )٤(‏ من الخوارزمية (؟ 5,١‏ ,۸) يكون 2 = (5)1. 
علد 2 = م: 26 > )7 ds;‏ لكل مرحلة 5 وإث 2e‏ > 4 = (0)100:6. ادن 5 باستخدام 


ا لخطوة )٤(‏ من الخوارزمية (؟ 5,١‏ ,۸) نجد أن 2 = (1)1. 


wk 


رين 


شر 


(8,5,15) لكل من شفرات التلاف 6 ذات المولدات الميينةء استخدم الخوارزمية 


(6,5,955) لحساب (4)0 و (7)6 حيث [1(/2 - (0)6)] > e‏ = 1. قارن 


إجابتك 2 إجابات التمرينين (N, ,T)‏ و( (A,‏ 


)1( “د + 1= (91)2 و 
(ب) 3ج + ×+ ع + 1 ح (x)ږg‏ هٍ 


ايد 


(ج) “ير + تير + 1 = g)x)‏ ۳ 


× + عر + 1 = (2) 2. 
دير + كير + 1 = (x)رg.‏ 


“× | شع + بر + 1 = (2) دن. 


(لفصل تار 


شكرات ربد ومولر وشفرات برببرانتا 
Reed-Muller & Preparata Codes‏ 


(۹,۱) شفرات ريد ومولر 
Reed-Muller Codes‏ 


قدمنا في الفصل الثالث طريقة لانشاء شفرات ريد ومولر (۳ ,)۴۸۸1 ودرسنا دا س 
خواصها الأساسية. من هذه الخواص» أنها شفرات خطية من النوع (2,/,4) حيث 
دو 1 ] :2 دج ,ع 25 ده تقوم ف هدا البند بإنشاء هذه الشغرات بطريقة 
أنسب لعملية فك التشفير. 

وكما هو الخال مع شفرات ريد وسولومن والشفرات الأخرى: نقوم بتعليم 
مواقع إحداثيات الكلمات من الطول ”2 = ١‏ ونستخدم هنا متجهات '”87. لغرض 
الاتساقٌ والسهولة نقوم بتعليم موقع الإحداثي i‏ بالمتجه "€۸,» حيث ,ل هو التمثيل 
الثنائي للعدد الصحيح : ونكتب الإحداثيات بترتيب معكوس (نكتب الإحداثي ذا الترتيب 
الأصغر أو ل ونُسمى ذلكء الترتيب المعتاد )Standard Ordering)‏ لمتجهات “17 
مثال )84,١,١(‏ 

الترتيب المعتاد لمتجهات × هو (11 , 01 , 10 , 00) والترتيب المعتاد لمتجهات K7‏ هو : 


(111, 101,011 , 001 , 110 , 010 , 100 , 000). ش 


۹ 


دخ نظرية التشفر والتعمية 


لكل دالة f‏ من "۸ إلى (0,1) يوجد تمثيل وحيد (شكل متجهي وحيد) 
٠٠١ ,[ (uam_,)eK™‏ ,(يلا) v = (f (u), f‏ حيث l,m ¢ A = 2" ¢ EK"‏ رولا 
بالترتيب المعتاد لمتجهات "× كما هو موصوف ف بداية البند. 
ينصب اهتمامنا على صنف خاص من الدوال الأساسية. فإذا كانت 1 مجموعة 
جزئية من [1 - »]0,1,.٠, ۳١‏ نعرف الدالة : 
ي #, )1+ 0 = بر" ,1 fo,‏ 
| =1, 1 ظ 
(م دالة من "۸ إلى (0,1)). نفرض أن ره هو الشكل المتجهى المقابل للدالة ,/. 
مثال ١؟,١,8)‏ 
لنفرض أن 3 = 7*2 ومن ثم فإن 23 = . 
() إذا كانت [1,2] = 1 فترى أن (1 + ج1()2 + ٭) = (يندىود ,)ر واللتجه 
المقايل لدا ,و )رو ور مكن إعاده باخد كل غتضر ع و من عناص تم 
(بالترتيب المعتاد) وإيجاد القيمة ود ردم )ررر وبهذا نرى أن : 
fr 2,(0,1,0) = 0, f2 (1,1,07 = 0,‏ ,1 = (1,0,0)روكر,1 = (0,0,0)جوممر 
fra a1, 1,1) > 0‏ ,0 = (0,1,1) بويك O,‏ = (1,0,1) بوكر ,0 = (0,0,1) جور 
إذنء 11000000 = ,ن. 
(ب) إذا كانت (0) = 1 فترى أن (1 + م*) = (ودءية,م*)م ويكون 10101010 = رن. 


(ج) إذا كانت ف = 1 فنرى أن 1 = (2.ن: ,و ) م ويكون 11111111 = ا 


سنستخدم لاحقاالحقيقتين التاليتين عن الدالة ر الأولى هي أن 
1 = 0,1,17( إذا وفقط إذا كان 0 = ,د لكل /6:. 

ففی لمال &,١,(‏ (): 1,27 = 1 ؛ (1 + )1 + )e‏ = (ودءن ,وتام ومن 
ثم يكون 1 = (1 + 1()0 + 0) = (0,0 ,)ر لكل (206)0,1. 


شفرات ريد ومولر وشفرات برييراتا 21 ١‏ 


أما الحقيقة الثانية فهي (:/ا)رى,/ = (:/) /(:0),/ لكل .»,٤۸”"‏ وبهذا يكون : 
2711-1 


fru (u‏ = رن رن 
i=0‏ 
2515-1 
)رگ( = 
i=0û‏ 
Wt(uruy) (mod 2)‏ = 


معام الرمز 2 للمجموعة [1 -71,:-:,0,1,2). 


تمارين 
(935) لیکن 4 = :7 ومن ثم *2 = 2. لكل من المجموعات الجزئية 24 © 1 » جد f‏ 
و ا 
() 0,3{ = 1 (ب) [0,1,3) = 1 
(ج) (1) =1 (د) ‏ [2,3]=! 
(ه) 7# (و) و7 - 1. 
)٩,١,٤(‏ ليكن 5 = ” ومن ثم 25 = ۸. لكل من المجموعات الجزئية و2 © 1 » جد f‏ 
و ا 
(( 0,2,4{ = 1 (ب) [0,1,3,4) = 1 
(ج) [1) =1 (د) ‏ 1,2,4] =1 
(ه) ‏ ي-7 (و) و =| 


)٩,١,۵(‏ لتكن ,,2 > 1. استخدم الحقيقة الأولى المقدمة في الصفحة السابقة لإثبات أن 
ام-2 = wur)‏ 

(5,1,1) إذا كان ن تركيبا خطيا لمتجهات على الصورة ,لا فمتى يكون وزن ا زوجيا؟ 

)٩,۱,۷(‏ لیکن 4 = :7 ومن ثم *2 = 2. إذا كان (0,1,3) = 1 و (2,3) = [ فاحسب 


207 * رلة. 


TE‏ نظرية التشفير والتعمية 

من الممكن تعريف شفرة ريد ومولر ("۳ ,)۸۸1 على أنها الشفرة الخطية 
Sr}‏ | !| ,برل ع [:رنة!). 

لاحظ أن المجموعة [۲ > |1| ,2 > 1:,ن) = 5 مُستقلة خطيا (انظر التمرين 
))٩,۱,۱۰(‏ ومن ثم فهى أساس للشفرة (8140,77. ويحساب عدد الكلمات ,نا حيث 


3 ع 1 و ” > |!| نجد الشفرة (7,7) 814 أن : 


++( +( د 

ومن الواضح أن ”2 = .١‏ ومن الواضح أيضا اله يمكن ترتيبه الكلماث ر2 بای 

ريقة لتشكيل مصفغوفة مولدة للشغرة (814),7. نقول إن مصفوفة مولدة ممت 

للشفرة ( ,)۸۸ على شكل قانوني (صدده! ادءنهدممة2©) إذا كانت صفوفها مرتبة بحيث 
تأتي ,نه قبل رن إذا كان || > |۲| أو كان ارا = |1| » (رنتارر > (بن), و )رگ = f,)u(‏ 
لكل [ < :. 
مثال )84,١,8(‏ 

الشكل (4.1) بين مصفوفة مولدة و6 على شكل قانوتي للشفرة (۸)44. 
لسهولة الترميز كتبنا ونا عوضاً عن رى (وهكذا لبقية المتجهات). نحصل على الترتيب 
السابق من التعريف كما تبين الأمثلة التالية. إذا كان (3) = 1 و (2,3) = / فإن | > |١|‏ 
ومن ثم ,لا = ولا يقع ترتيبه قبل را = وږا. وإذا كان (2,3) > 1 و (0,2) = / فيكون 
= لكل :20 ولكنق و5 212 :6د ا الاحظ. أن الترتيب 
المعتاد للمتجه * ۸ عر,u‏ هو 0101). إذن ؛ رلا = وولا يقع ترتیبه قبل ,نا = دونا. 
مرخ السيا ان د فان 4ه » 614 » 624 » 634 هي المصفوفات الجزئية من 6 المكونة 
من الصفوف الأولى وعددها 1 > (0): 5 - )+( 1 =0 +0 +( 
5- 8 1 ل 1 0( من صفوف به على التوالي. 4 


شفرات ريد ومولر وشفرات برييراتا TET‏ 


9 
73 
12 


نم كم كرهم تت 
تم تم قرتحم هم 
ےم قم کات ص 
سم نم ج نر نم 
م م کت 
سم تم ج ص هم 
س کم لے اعد 
م ت منرم هم 
کم ت نسر ت 
سم ج نمرت غم 
رووص 
سے ج جص رم ى“ 
کم 3 2 کے کک 
د خخ عم 
س ج جج ت 











۳n 


تم نم لزنم نم 


723 
۳1,3 
0,3 
1,2 
0,2 
0,1 


ت چ ج ےچ ليا ڪڪ 
ت 3غ کے تب 
ت ت ےت ے کس نے 
نغ فلا ےا نے نا تم 
نغ نمسا اتا ےا ت لے 








سوسس حسم 
فر فم ج رت تح 
مريت نم يق مر و 
رج 2ج وجج = 
جنم دم ج ج هم 
س ني 2-2 2 
اح اح ن م فى ت 


123 
0,23 
0,1,3 
0,1,2 





کا ت لا ئلا 
2 س ت ت 
ےا ےا ت لے 
© اذأ س ت 
ت 3 3 ت 
ا ا ت نأ 
ڪھ © ےچ ڪڪ 
3 8 ت مم 
عا ےا ا لے 
سس ج ے إن 
ت ت ت تق 
نا الا لے نا 
ڪا ج ےج بے 
ت 3 ت ت 
نا لے لے ليا 





1 0 0 0 0 0 0 06 0 0 0 0 0 0 0 Ol تعدو‎ 


خارين 

(415) جد كلا من وت » يونا » ووت + 10نتا. 

0-71 سخا خطا لكل‎ fur: |![| > ل"‎ © Fm} أثبت أن المجموعة‎ )85,5,١( 
[إرشاد: رتب عناصر المجموعة بحيث يأتى ,نا قبل ,نا إذا وجد رز بحيث يكون‎ 
(بن),,/ عندما «: > ¡ > 1 + ز ويكون (رن),/ < (:0ة),/. أو استخدم‎ = f زبله)‎ 
.]7" الاستقراء على 77 و‎ 

تتم عملية التشفير مثل أي تشفير للشفرات الخطية حيث نقوم بضرب الرسالة 
بالمصفوفة ,,6. وبهذا تكتب كل من كلمات الشفرة ء على النحو التالي : 


E3:‏ نظرية التشغير والتعمية 


= Mr, 


ICEll|SF 
حيث قمنا بتعليم إحداثيات الرسالة ,72 لتقابل الصف ,نا من المصفوفة م ,ت.‎ 
)١,١,١١( مثال‎ 
عند استخدام 6:4 لتشفير الرسائل 77 نحصل على كلمة الشفرة » المقابلة.‎ 
.) وو‎ = 1,mg = 1)m = 1 0000 0 : إذا كانت‎ )( 
فإن : 1+ == وول + ين = م.‎ 
[ma = my = (ب»: إذا كانت 001001 0101 0 = :(1 = ريد = ووه‎ 


فان : 0 = Ug‏ + وول + ون + ونه - 6 A‏ 


irk 


غرين 

: شفر كلا من الرسائل التالية باستخدام المصفوفة يروم‎ )4,١,۹۲( 
.0 0101 000000 )1( 
.0 0000 000001 (ب)‎ 


رجا 0 0100 0. 


(۹,۲) فك تشفير شفرات ريد ومولر 
Decoding Reed-Muller Codes‏ 


نستخدم طريقة سهلة التنفيذ لفك تشفير شفرات ريد ومولر تدعى فك التشفير 
المنطقي الغالب .(Majority Logic Decoding)‏ و لفهم هذه الطريقة يلزمنا بعض التحضير 
لذلك. إذا كانت 2 > 1 فإن 21 = “1 هي متممة 1 في المجموعة ,,2. لنفرض أن 
fru) = 1(‏ :"اعد = ,1. تذكر أن 1 = (1 + )1[ = (رينة, ٠٠:‏ ,وهام إذا وفقط إذا 


كان 0 = ,× لكل اع:. إذا كان رلاعيز,» فمن الواضح أن ,ر + د = 0 = بيرح بيد 


شفرات ريد ومولر وشفرات بريبراتا 0 


لكل اعا» ومن ذلك نری أن ,۴1٤ر‏ + ×. ويهذا يكون ,11 E‏ قن 127 لكل 
hE SiO e ER‏ دغ تعر الدالةء 
fie (Xo 31 °", m-1) = filo + fo “m-1 + m-1) = f(x +t)‏ 

ونعرّف ,رن على أنه الشكل المتجهى المقابل للدالة ء؟. 

کون اعاتا ےا على اد ور وراد ولا اج إل اب 
عدد الكلمات uEK™"‏ التي فق 1 = (عماعءر](1)ى]. من تعريف ,۴ نرى أن 
f) + 2-1‏ = (ب6وم إذا وفقط إذا كان بتاء'ة = + + u‏ أو بصورة مكافشة 
٤‏ + رلاعخ + u‏ حلا حيث ا + ,1 هي مجموعة ,8 المشاركة التي يحددها غ. كما أن القيمة 
(1 + از + يتاعرور][ (1 + ع5 + [ex‏ = )ر (f‏ )و لا تتغير لكل [6]0,1.:*: 
كنا 1 2. وعا أنه و جد "2-۳ خيار | للعناصر 6# فنرى أن عدد المرات 
التي يكون فيها: 

e)4) =1‏ #لعااىر 

هو مضاعف للعدد 27:10 وهذا عدد زوجي ما عدا الحالة 2 = | ٥ں‏ 7|. أي 
ما عدا الحالة 2 = |[ نا ]| وأما إذا فرضنا أن || >> |١|‏ فنرى أن “را ع> |“1| ومن ثم 
يكون +« > |107۴| - | ° + |:| = عزن | إلا ادا كان /ر ع . وإذا كان [ = / فيو جد 
عنصر واحد "كلعل يحقق 1 = (اءعءر/(عاورر » بالتحديد هذا العنصر »ا هو العنصر 
الذي يكون فيه :د = ,× لكل 1٤ا‏ و ,ا = × لكل “/ع:. وبما أن إيجاد عدد المواقع التي يكون 
فيها 1 = (/).ءر/(/),,/ يعطى مباشرة عءرنا * ورا فنكون قد برهنا التمهيدية التالية : 
نمهيدية )1,7,١(‏ 

لتكن كل من 1 و [ مجموعة جزئية منمة حيث ارا = |!|. لكل ءءء ولكل 
te8,‏ لدينا : 


1= ,عرب ٠‏ ور إذا وفقط إذا كان [ = 1, 


و 

نستطيع الآن وبسهولة الحصول على النتيجة التالية التي تعد الركيزة الأساسية 
لخطة فك التشفير التى سنستخدمها لاحقا. 
نتيجة (؟7,؟,8) 

إذا كانت (814),72ع كلمة شفرة وكان ” - || فإن ععرن:٠ء‏ = ر" لكل رلاع]. 
البرهان 

إذا كان ۲ = اا فلكل ,681 نجد أن : 


° ع عرلا‎ 5 3 Mir Uy 9 ع لا‎ — MU, 5: سدم ع 6لا‎ My 
Sam, |! | 57“ 


وذلك لأنه استنادا إلى التمهيدية )١,۲,١(‏ يكون الضرب القياسي الوحيد الذي لا يساوي 
صفرا في هذا امجموع هو الضرب الذي يحقق [ = 1. E‏ 
تمهيدية (۲,۳ ,۹) 

لتكن 2 > ل لكل كلمة © من الطول ”2 يكون 1 = مرا ۰ e‏ لعلى الأكثر w٤)٥(‏ 
قيمة من القيم .teH,‏ 
البرهات 

تذكر أنه لأي فضاء جزئي 5 من ”۸ تنتمى كلمتان إلى جموعة مشاركة واحدة من 
الجموعات المشاركة ل 5 إذا وفقط إذا كان مجموع الكلمتين كلمة تنتمى إلى 5. كما أن ,۸1 
فضاء جزئي من ”× وأن (0) = ءر8 0 ,8. من ذلك نرى عدم وجود كلمتين من 
كلمات ر تنتميان إلى مجموعة مشاركة واحدة ل ءرآ. وبهذا تكون ا + ٠ر۲1‏ هي جميع 
الجموعات المشاركة ل ء۸ حيث ع مأخوذة على جميع عناصر رل. نحصل الآن على 
المطلوب بملاحظة أنه إذا كان ٤,176۸1‏ حيث يغ ± غ فان © = (ي: + (Hye + t,) N (He‏ 


ومن ثم لا يوجد موقع مشترك بين ,مرا و .ءرد بحيث يكون الإحداثيان 1. إذن؛ كل 


شفرات ريد ومولر وشفرات بری راتا TEY‏ 


من الإحداثيات (6)/ غير الصفرية في © تؤثر على قيمة واحدة على الأكثر من القيم 
,٤را 6٠‏ حيث + مأخوذة على جميع عناصر ,41. 2 

نحصل الآن على خوارزمية فك تشفير على النحو التالي : 

نفرض أن م +ء - س هي الكلمة المستقبلة حيث © كلمة شفرة تنتمي إلى 
er E E E RROD‏ دج عيث 22 ]1 0 2 72 عيك 
=F‏ استنادا إل اش 0 = را e۰‏ لعلى الأقل wt)e(‏ - |۸| 
قيمة من قيم ر1 .٤‏ 

لكل قيمة + من هذه القيم لدينا : 


عرل ° ٠ Ure, FE‏ © = مر عرلة ١‏ ناا 
j", J a:‏ 


SE EEE 

mM,‏ = (باستخدام النتيجة (57,؟8,7)). 

وبهذاء إذا كان |۳| > (٥)٤س2‏ حيث جال + هو عناصر ر٨‏ فنرى أن أكثر من 

نصف القيم ,عن ٠‏ ۷ يكون ,:7. وبمجرد الانتهاء من حساب ر" بهذه الطريقة لكل 

ہا > رحيث 7 - || » نضح رار عرد ولق + سرح (1 - ٣)س.‏ الانء يمكن فلك تشغير 

(1- ”)س على اعتبار أنها الكلمة المستقبلة التى تم تشغيرها باستخدام الشفرة 

(1,7 -)814. ونستمر بهذا الأسلوب حتى ننتهي من إيجاد ر" لجميع 1۸ > [ حيث 
Sr‏ 

قبل تقديم وصف لبذه الخوارزمية» لاحظ أن هذه الخوارزمية تصوب جميع 

اط الأخطاء التي وزنها أصغر من 71,1/2| حيث 7 > |لا. ولكن باستخدام التمرين 

(5,1,85): تعلم أن ا/ا-27 = رعس = |,8|. إذن: يتم تصويب جميع آنماط الأخطاء 

التي وزنها أصغر من 27-4 وبهذا تكون مسافة الشفرة (:814)7,7 هي على الأقل ""2. 


TEA‏ نظرية التشفير والتعمية 


ومن ناحية أخرى» إذا كانت 2 > ؛ و =١‏ |1| فنرى أن رنه كلمة من كلمات الشفرة 
(" ,)۸1 وزنها يساوي " "2. 

وبهذا نكون قد قدّمنا برهانا آخر للنتيجة التالية : 
تمهيدية (4,7,5) 

مسافة الشهرة ( ۸M),‏ تساوي TT‏ 
خوارزمية ٥(‏ ,۹,۲) [فك التشفير المنطقي الغالب للشفرة ( ۸M),‏ ] 

نفذ الخطوات التالية لفك تشفير كلمة مستقبلة: 

.w)r( = w و‎ : =٣ ضع‎ )١( 

(۲) لكل 2> / حيث i‏ = إلاء احسب يعرن w)i( ٠‏ لكل ,لاء: حتى يظهر 
الإحداثي 0 أو الإحداثي 1 أكثر من "2 مرة ومن ثم ضع 0 = ر" أو 1 = ر” على 
التوالى. إذا ظهر كل من الإحداثيين 0 و 1 أكثر من 1 - 2-5-1 = م مرة فاطلب إغادة 
إرسال. 

(۳) إذا كان 0 < 1 فضع رار ,يوعرنة + (1) = (1 - )ا حيث i‏ = إا. إذا 
كان وزن (1- )س على الأكثر 1 -277-1 = e‏ فضع 0 = ر“ لكل 2 > / حيث 
7 > ازا وتوقف. وإذا لم يتحقق ذلك استبدل ¡ بالعدد 1 - i‏ وارجع إلى الخطوة (5). 
(إذا كان 0 -: فنكون قد حسبنا ر" لكل ,,2 ع ر حيث 7 > |/| ومن ثم نكون قد 
وجدنا الرسالة المرجحة). 
مثال ١35,؟,8)‏ 

ا خد ا لوار( (68,؟,5) لفك تشثير الكليمة المتغقيلة 


0 = ۷« التي سبق وشفرت باستخدام مي6. 


الحل 


شفرات ريد ومولر وشفرات برييراتا 


١68 


ابدأ بوضع 2 = ۲= : و W‏ = (۷)2. من حسابات الك ر 


mM 3 =Û ) Mo 3 = 0‏ ى o3 = Û‏ ؛» 0= 112 ۽ 1 - 111002 :») 0 - 1101 ادن 


.1 = 1 ويكون‎ w)1( = w)2( + v2 = 1111 0111 0000 0 


0 


الشكل ر۲ ,4). فك التشفير المنطقي للشفرة (2,4) ۸۸1 (الخطوة .)١‏ 


0101 
0000 
U00 
1100 
0011 
0000 
نان‎ 
1010 
0101 
1000 
0100 
0010 
0001 


0101 
1100 
1011 
3000 
3000 
1010 
0101 
DO000 
0000 
1000 
1100 
0010 
1001 


0000 
0000 
0000 
1100 
0011 
0000 
0O00 
1010 
0101 
1000 
100 
0010 
0001 


0000 
1100 
0011 
0000 
0O00 
1010 
0101 
OO00 
0000 
1000 
0100 
0010 
0001 


(0,2) 


{1,2} 


(0,3) 


{1,3} 


(2,3) 


مرة أخرى » رق هن حسابات الك 8,1١‏ أن 1ك وت 0 > my = 0 cm, = 0 cm‏ 


ضع 0000 0000 1000 0000 = ينه - w)1(‏ = (17)0 وضع 0= :. بما أن وزن (0)س 


ءانا 


على الأكثر هو 1 = © فنضع 0 = م72 ونتوقف. إذن» الرسالة المرجحة هي 000010 1000 0 
(شفرت الرسائل باستخدام يم 6). 


E ذا‎ 


ع قرلا 9 W1)‏ 


شم نم هم نمر © فم 


1 


الشكل (,4). فك التشفير المنطقي للشفرة (4 ,۸)2 (الخطوة ؟). 


نظرية التشفير والتعمية 


0ن 
0000 
0000 
1000 
1000 
0000 
1100 
0011 
بانانان) 
0000 
0000 
1000 
0000 
0000 
1010 
01 ) 
تانانانا 
1000 
000 
0000 
1000 
0100 
0010 
O001‏ 
UO00‏ 
0000 
1000 


ع رلا 


0000 
0000 
0000 
0000Û 
1100 
0011 
0000 
0000 
000 
0000 
0000 
0000Û 
1010 
0101 
0000 
000 
UO000 
0000Û 
0000Û 
0000 
1000 
0100 
0010 
)00001 
1000 
0100Û 
0010Û 


0000 
0000 
1100 
U011 
0000 
0000 
0000 
لانانانا‎ 
OOO 
0000 
1010 
OU101 
0000 
0000 
0000 
OOO 
1000 
0100 
0010 
0001 
0000 
انان‎ 
000 
DO000 
DO000 
0000 
0000 


0000 0001 00 


1000 
0100 
0010 
O001 


0000 
0000 
0000 
انانانا 


1000 
انا‎ 
0010 
O01 


1100 
0011 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
UO000 
1010 
0101 
0000 
0000 
0000 
0000 
0000 
UO00 
1000 
0100 
0010 
0001 
0000 
0000 
0000 
لانانانا‎ 
1000 
0100 
0010 
0001 
0000 
0000 
0000 
O000 


0O00 
W100 
U010 
0110 
0001 
0101 
0011 
0111 
لانانال)‎ 
1000 
W010 
1010 
0001 
1001 
0011 
1011 
UO0UÛ 
1000 
0100 
1100 
0001 
1001 
0101 
1101 
O00 
1000 
0100 
1100 
0010 
1010 
U110 
1110 





{1} 


(2) 


3 


ا 


شفرات ريد ومولر وشفرات بريبراتا 50١‏ 
عمارين 
(4,۲,۷) إذا علمت أن الرسائل شفرت باستخدام المصفوفة بر6 ففك تشفير الكلمات 
المستقبلة التالية إن أمكن ذلك. 

w = 0111 0101 1000 1000 )1( 

w = 0110 0110 0001 0000 (ب)‎ 

w = 0101 1010 0100 0101 (ج)‎ 

w = 1110 1000 1001 0001 (د)‎ 

w = 0011 0000 0011 0100 (a) 

w = 1001 0110 0101 1010 (و)‎ 

w = 1010 1000 1010 0000 (ز)‎ 

w = 0011 1100 0001 1100 (ح)‎ 

(ط) 1101 0001 1101 1001 = w‏ 
(4,۲,۸) إذا علمت أن الرسائل شفرت باستخدام المصفوفة 4ر٥‏ ففك تشفير الكلمات 

المستقبلة التالية إن أمكن ذلك. 

.w = 1100 1000 1110 0000 1100 0000 1100 0100 )( 

.w = 0101 0111 0101 1000 1000 1000 0111 1010 (ب)‎ 

.w = 0011 0011 1111 0011 0011 0011 1111 1111 (ج)‎ 

.w = 0100 0000 1111 1111 0000 1100 0000 1111 (د)‎ 

.w = 1001 0101 0110 1001 1001 0111 0110 1010 (ه)‎ 

.w = 0011 1111 0011 0011 1100 1100 1100 0100 (و)‎ 


.w = 0100 0100 1111 1111 0000 1100 0000 1 0) 


۲ : ۳ نظر ية أ هة 1 وال 3 


(۹,۳) شفرات بريبراتا الممتدة 
Extended Preparata Codes‏ 
في هذا البند نقوم بتعليم إحداثيات مواقع الكلمات من الطول ”2 باستخدام 
عناصر الحقل (6۴)2. لقد سبق وأن استخدمنا طريقة التعليم هذه عند دراستنا 
لشفرات 8011 حيث استخدمنا جميع كلمات الحقل غير الصفرية للتعليم. فإذا كانت ۷ا 
جموعة جزئية من الحقل (”2) 67 فنعرف الكلمة (10): من الطول ”2 على النحو التالي : 
نضع 1 في الموقع ¡ إذا كان 6'61 لكل 2 - ”2 > ¡i‏ > 0. 
نضع 1 في الموقع 1 - ”2 إذا كان 061. 
نضع 0 في ما تبقى من المواقع. (8 عنصر بدائي في الحقل (6۴)27). 
مغال (8,7,9) 
إذا كان 8 عنصرا بدائياً فی الحقل (68)23 فيكون : 
x({0}) = 00000001‏ 
X(8*,8°,8°}) = 00100110‏ 
00000000 = (ن)رز. 4 
لنفرض أن (27) 6۴ ع » وأن (67)27 © نا. نعرف ا مجموعتين » + لا و لا على 
أتفماء 
U + a = {u + a:ueU}‏ 
U = {au: ueU }‏ 
كما تعاف الفرق التناظر ي )Sym mere Dif]erence(‏ لمجموعتين جزئيتين لا و ۷ 
من الحقل (67)27 ونرمز لذلك بالرمز 14۷ على النحو التالي : 
UAV = {x:xeUUV,x © UNV} =(UUV)—(UNV)‏ 
من السهل أن نرى أن : 


.X(U) + x(V) = y(UAYV) 


قف اكه ريد ومر وشم ات و يراتا "or‏ 
مثال ١؟,”‏ , 8) 
ليكن (67)23 هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود ×+ + + 1. ولتكن 
[86 ,8° ,82) = ا و [6,0] = 7. عندثذ» يكون : 
U + 62 = ]82 + 85, 8° + 8*, 8° + 8} = 0, 8°, 6°}‏ 
6U = {8*6*, 6*8°, 6* 8°} = {8*, 6°, 6;‏ 


(U) + y(V) = 00100110 + 00000101 
= 00100011 


= x(8“,8°,0}) 
= x(UAV) 

تعريف (4,7,7) 

تعرف شفرة بريبراتا الممتدة (ع00© )Extended Preparata‏ ()م على أنها مجموعة 
كلمات شفرة على الشكل (لا)× متبوعة بكلمات شفرة على الشكل (۷)× حيث لاو ۷ 
جموعتان جزئيتان من الحقل (:67)2 بحيث يتحقق ما يلى : 

() كل من |0| و |۷| عدد زوجي. 

.Zueu U = Dyey V7 (ii) 

-Zuey U + (Duey U) = yey ° (ii) 

٣ )17(‏ عدد فردي. 

نكتب كلمات الشفرة على الصورة [(2)17(,207]. وبما أن طول كل من (7)17 
و (7)بر هو "2 فنرى أن ()2 شفرة طولبا 2*1. 
مثال (8,",5) 

ليكن (68)23 الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود × + × + 1. ولنفرض أن 
(8,82,85,0] = نا و (83,86,0 ,8,82 ,489 = 7. من الواضح أن الشرطين () و (1۷) من 
التعريف (”7",7, 8) محققان. ا 


ا نظرية التشقم والتعمية 


) u= كم + 2م + م‎ +0 = 010 + 001 + 111 + 000 = f° 


LEE 


8° = 000 + 101 + 110 + 001 + 010 + 100 = 0 + 6م + 3م + 2م + م + 0م J v=‏ 


“اعت 
ومن ثم فالشرط (11) محقق. كما أن : 


?8 = 000 + 010 + 101 + 110 = 0+ م + 6م + 3م = قبا جر 


tLe U 


“م = 000 + 001 + 101 + 110 + 100 = 0 + 4م + 2م + 6م + 3م + 0م = 3ن 3 


E 

ومن ثم فالشرط (ننة) محقق ؛ لأن 6م = (8°) + 8. إذنء 
1 = [(11(,7)7)| كلمة من كلمات الشفرة (۲)3. 4 

لاحظ أن وجود (أو عدم وجود) العنصر 0 في المجموعة ‏ أو المجموعة ۷ لا يؤثر 
في حسابات الشروط (1)؛ (ننة) » (17) من التعريف (4,7,7). ولبذا فالاستخدام الوحيد 
للعنصر 0 في ۷ هو جعل || أو ۱۷۱ زوجا وبهذا نرى أن الإحداثي الذي بي الموقع 
27 من (2)0 هو إحداثي اختبار نوعية (00):ء وبالمثل؛ الإحداثي الذي في الموقع 
' "2 من (1)بر هو إحدائي اختبار نوعية (۷). 

سنبين في المبرهنة (8,7,14) أن (8)7 ليست شغرة خطية وبهذا لا يوجد لبا بعد. 
تمهيدية ٥(‏ ,۳ ,۹) 

لتكن كل من [(7(,×)۷)×] و [(4(,×)8)] كلمة شفرة تنتمي للشفرة (2)7. 
ولنفرض أن ا .< = ». عندئذ» [(748),(» + 044)] كلمة شفرة تنتمى إلى .۲)٣(‏ 
البرهان 

سنثبت أن [(1748)بر,(©» + 4ذنا)جر] تحقق الشروط (3)» (ذ)ء (أذة) من التعريف 
55 5ة). 


شفرات ريد ومولر وشفرات برييراتا E‏ 
() بما أن كل من اتااء ۱۲۷۱ء |4اء |8| عدد زوجي فترى أن : 
IVAB| = |V| + |B| - 2|V N B|‏ 
وهذا عدد زوجي. كما أن: 
الل م |A| - 2|U‏ + إنا| = إهذنا| = a|‏ + هذنا| 
وهذا أيضا عدد زوجى (استخدمنا المثال (” ,"7 8) ف المساواة الأولى). 
(نن لاحظ أولا أن × ر2 + × ے2 = × رو2 لکل (6۴)27 = (,! ؛ وذلك لأن 
أي [ ۸ 8:61 يحسب مرتين في الطرف الأيمن ولا يحسب في الطرف الأيسر وأن 0 = '28. 
وبهذا نرى ان 





X= 2 (y + a) = م‎ y + a|lUdA| 
xXEUAA+ E ¥EUAÃA yEU AA 
(لأن |۱1۵4| زوجی)‎ =+ +0 
yel 1 شرع‎ 
+ 
ye yYEB 
= 0 
ناك “اميد‎ 
(iii) 
3 3 
ع = زه 8 )لمع‎ orm+( رط‎ 
لاعن‎ xEUAAFO YE نمث‎ YEWAEB 
3 
=D + a) + D (y+ a)? + | D+ 
yel 1 شرع‎ yEeB 
رر( + 3ر(‎ + û ر 23 + و ا‎ +4 
yell yell 2 EA YEA 
2 
(2) د ننه ردن‎ 
١ #اعنز‎ ye YE j YEY ye 
3 


رح)+ 


YEB 


5 نظرية التشفمر والتعمية 


ولكن لاع = ه ومن ثم » = وريه = ye Y‏ أيضاء ye‏ = نا 
حيث استخدمنا مرة أخرى حقيقة كون كل من |0| و |4| عددا زوجيا. وبهذا يختصر 
المقدار السابق إلى : 


ا د قر 7+ 7 


yey yeB yev AB 

على الرغم من أن الشفرة (50 ليست خطية » إلا أنها تشترك مع الشفرات الخطية 
تعريف (", 7 8) 

نقول عن شفرة 6 إنها لا متغيرة المسافة )Distance Invariant)‏ إذا حققت ما يلي : 

لكل 266ء,رهت» عدد كلمات الشفرة التي تبعد مسافة أ » 5۸ 1 > 1» عن © 
يساوي عدد كلمات الشهرة التي تبعد مسافة أ عن ي©. 

من التعريف (4,7,5)» نرى أن مسافة شفرة لا متغيرة المسافة وتحتوي الكلمة 
الصفرية هي أصغر أوزان كلمات الشفرة غير الصفرية. أي أن : 

d(C) = min{wt(c): 0 غ2‎ ceC} 

)٩, ۳,۷ ( نتيجة‎ 

()2 شهرة لا متغيرة المسافة. 
البرهات 

لنفرض أن [(2)07(,2:07] و [(4(,2)8)#] كلمتا شفرة تنتميان إلى (7)م 
حيث المسافة بيئهما تساوي 6. استنادا إلى التمهيدية )١,۳,۵(‏ نرف أن كلا مسن 
])UAU + a), (AV) |‏ و [(18)بز,(» + 64نا)بر] كلمة شفرة وأنه ليس صعبا أن 
نرى أن المسافة بينهما تساوي :. بما أن م = ۵۷ل فنجد أن [(۷۸۷)×,(» + الى لا)مز] هى 
الكلمة الصفرية. وبهذا يكون وزن الكلمة [(۷48)×,(» + 1044)] يساوي اi. a‏ 


شفرات ريد ومولر وشفرات برييراتا TOY‏ 


تقدم التمهيدية التالية بعض خصائص الشفرة (2)7 وبرهان هذه الخصائص 
يشبه البرهان المقدم في التمهيدية (8,7",5): ولذا نتركه للقارئ. 
تمهيدية )٩,۳,۸(‏ 

لنفرض أن (”)2)11(,22)17([62]. عندئذ ؛ جميع كلمات الشفرة التالية تنتمي إلى 
P(r)‏ : 

[x x(U)} (i 

.a€GF )2") لكل‎ ](U + a), (V + 60[ (i) 

.0 + e6۴ )2"( لكل‎ ])e(, (۷ ([ (i 
)٩۹,۳,۹( مثال‎ 

إذا كانت [8,6*,8*,0) = نا و [6",6,8“,8*,8°,0] = ۷ فقد وجدنا في المثال 
(5.",ة) أن (3) .])7(,)۷([٤۶‏ وباستخدام التمهيدية (۹,۳,۸) حيث 8 = » نرى 
أن الكلمات التالية هي كلمات شفرة : 

|x(V),x(U)| = 11110011 01100101 (i) 


lx(U + ©, x(V + a)| = [x({8°, 8°, 8,83}, x({8B, 8°, 8°,0,8*, 8° })| (iD 
= 10110100 11011101 


l(a), X(av)| = [x({8“, 85,8, 0((, x({8°,8*, 8°, 8°,8*,0})| (iii) 
شر‎ = (1001101 11111 


تمارين 
)4,۳,٠١(‏ طبق التمهيدية (4,7,8) على كلمة الشفرة [(7)107(,107] المعرفة في المثال 
(8,5,5) في الحالات التالية : 
(أ) 8° = a‏ (ب) م = ۾ (ج) 6م = ». 
(8,",19) إذا كان 0 = » فبين أن الكلمة [(7ه)بر,(17ه)ج] ليست كلمة شفرة (استثنيتٍ 
هذه الحالة في التمهيدية (/,8,7)). 


۳0۸ نظرية التشفير والتعمية 
(۱۲ ,۳ ,4) أثبت أن الكلمات التي كوناها في المثال )٠,۳,۹(‏ تحقق التعريف (8,7,5). 

من الممكن استخدام التمهيدية (4,7,8) لتبسيط مسألة إيجاد مسافة الشفرة (7)م 
ولكن قبل ذلك نقدم التمهيدية التالية التي توضح السبب وراء كون العدد ٣‏ فرديا. 
تمهيدية )8,",١1"(‏ 

إذا کان (27) 8٤6۴‏ عنصرا بدائيا فإن 8 عنصر بدائی دما کن نويا واک 
ليس عنصرا بدائيا عندما يكون + زوجيا. 
البرهان 

لاحظ أن 8 عنصر بدائي إذا وفقط إذا كان 1 = (1 - ”9624)1,2 (انظر التمرين 
6,1,7( 

من السهل أن نبرهن بالاستقراء الرياضي أن : 


۳ فردى ب )3 1(mod‏ 


= 1 - (2م. 
7روجى, (3 0)mn0d‏ 
أى أن 
٣فردی,‏ 1+ :3 
1 = 1 - '2. 

7روجى, 3# 
وھا ترق أن 85 خر بداق. دعا يكون ٣‏ قرديا ولكته لس ترا بداتنا غنديما 
يكون 7 زوجيا. 0 


إذا كان ۲ ا i‏ فلكل عنصر (66۴)27× + 0 يوجد عنصر وحید ر (الحذر 


التكعيبي للعنصر ×) يحقق × = ر 
مبرهنة )١, ۳,۱ ١(‏ 


مسافة الشفرة (5)7 تساوى 6. 


شفرات ريد ومولر وشفرات برييراتا ۳0۹ 
البرهات 
عا أن ()2 شفرة لا متغيرة المسافة فنرى أنها تحتوي على كلمة شفرة وزنها 4 
ولتكن كلمة الشفرة هذه هي [(2)17 ,(])#]. عندئل: 
|/آ| + || = .d = wt (x(u)) + wt (x(v))‏ 
واستنادا إلى الفقرة () من التعريف (؟,5,7) نرى أن عدد زوجي. وبهدا يڪفي 
أن نيرهن أن 2 + 4 » 4 ع 4 وأن (5 تحتوي على كلمة وزتها 6. 
لنفرض أن 2 = 4. عندئذ» استنادا إلى التمهيدية (۹,۳,۸) ()؛ من الممكن افتراض 
أن 2 = |Uا‏ وأن 0 > || واسشنادا إلى التمهيدية (8/,"؟,3) (ثثق)ء من الممكن افتراض 
أن (#,0) = نا حيث ×٤۸"‏ + 0. وبهذا نرى أن × = ×+ 0 = يدرين3 وهذا یناقض 
الشرط (3) من التعريف (8,7,1) لأن م = 7 
لنفرض الآن أن 4 = 4. مرة أخرى باستخدام الفقرة (1) من التمهيدية (/,8,7) 
نستطيع افتراض أن (4 = |0| و 0 = |۷|) أو (2 = |۷| = 1ا|). 
إذا كان 4 = |0| و 0 = |۷| فنرى استنادا إلى الفقرة (ن) من التمهيدية )٩,۳,۸(‏ 
أن [0,×,,2] = لا حيث × CY‏ 2 عناصر غير صفرية مختلفة تنتمي إلى *). عندئد ؛ 
نجد باستخدام الشرط (iاة)‏ من التعريف (3,7,7) أن: 
0 = 2(3 + بن + × + 0) + 3ج + ر + 3× + 03 
ومن ذلك يكون 0 = (2 + )(2 + ×)(ر + ×) وهذا مستحيل لأن > ZY‏ 
عناصر غير صغرية ختافة. 
وإذا كان 2 = |۷| = |۷| فنستطيع أن نفرض أن [×,0) = ل ؛ !0,2 = ۷ حيث 
2 # لز. وبتطبيق الشرط (111) من التعريف )١۹,۳,۳(‏ نحصل على : 


دج ب ر ع 3وعر + 0) + تمر + 0° 


ل نظرية التشفير والتعمية 
ولكن إذا كان 2 = ر فنرى باستخدام النتيجة )4,7,١54(‏ أن 2 = ر وهذا تناقض. نجد 
الآن كلمة شفرة طولها 6. لتكن × » ر » 2z‏ عناصر غير صفرية مختلفة من 77: نفرض 
أن "اع هو العنصر الوحيد الذى يحقق 3ج + ر + × = س (استخدمنا النتيجة 
(8,",15)). بوضع 2 + بر+ ×+ س = م نرى أن س لا يساوي أيا من × أو ر أو 2 (إذا 
كان × = س على سبيل المثال؛ فيكون × = س ومن ثم 23 + ر ع 0 وبهذا نحصل على 
التناقض 2= ر) وأن 0 + u‏ (لأن 0ع (2 + /)(2 + ×)(ر + ×) = (2 + برج »)+ w3‏ 
ومن تم فان ج + ر + × ج سw).‏ الأن نقفرضص أن u‏ ,0] = نا وأن 2 ,ر ,× ,مم = ۷. عا أن 
0 + » وأن  z‏ ر ج × ج س فترى أن [(7(,2)۷)+] كلمة وزنها 6 ومن السهل أن نرى 
أنها كلمة من كلمات الشفرة (2)7. 
مقال "١5١‏ 84) 
لنفرض أن × هو الحقل المقدم في الخال .)٠,۳, ٤(‏ باستخدام ترميز المبرهنة 
(4,",918): نفرض أن ×  »‏ » 2 عناصر غير صفرية مختلفة في الحقل » ولتكن 
مر و 
ندید : 
5 + 8 + 3م = تج ب ۹ر + ذير ع ذيير 
0 + 001 + 100 - 
4 = 
- (لآن 1 -87) 
“01 = 
إذنء 66 = س.الآن» بوضع : 
م = 5م + 8°+ 8 + 85 ع ع ل بز + ع + ررد دين 
وفرض أن [“0,8) = [»,0] = نا وأن [8° ,8,8 ,8°) = [ ,نزرد ,ا = ۷ ند أن 


X)۷(| = 00001001 0‏ ,(1)] كلمة شفرة تنتمى إلى ٨)3(‏ وزنها 6. ھ4 


شفرات ريد ومولر وشفرات برييراتا 1 


ا 


ردن 

×, إذا كان 83 هو الحقل المنشأ باستخدام 0 = 8 + م + 1 وإذا كانت 26۸3 ,ل‎ )٩,۳,۱۷( 
)8,7,١ ©( هي العناصر المبينة في الفقرات التالية فعرف س و »ا كما في المبرهنة‎ 

لإنشاء كلمة شفرة وزنها 6 تنتمى إلى (2)3. 


5 


3 


.2 معدتس 2 بن 82 ح‎  () 

(ب) ۴ =× 84 عبن 6 ح ج., 

(ج) ”معدي م د ر “مق =ے 
مبرهنة )٩۹,۳,۹۱۸(‏ 

()7 ليست شفرة خطية. 
البرهان 

لاحظنا في بداية هذا البند أن : 

(U), x(V)]| + [x(4), x(B)| = [x(UAA), لكش ”)جز‎ [ 
: وباستخداح المبرهنة ر١١ ,٣رت نستطيع انشاء كلمتي شفرة‎ 
[x(U), x(V)|, [x(A), x(B)]eP() 

حيث 0,11 = W2 eA = 0, u} eV = {x,y 2, + O‏ ,¥2.22 ,2 = 8. عندئل : 
نرى استنادا إلى التمهيدية (8,,ة) أن [(48/),(» + 044)] = » كلمة شفرة 
تنتمي إلى ()2. با أن 2 > | + ۷44| وبما أن المسافة بين ء و u,(,×)748([‏ + 4ش ا)ة] 
هي على الأكثر 4 > | + 21148 وأن مسافة الشفرة ()2 تساوي 6 نخلص إلى أن 
الكلمة [(2)8,(م)جج]| + [(17(,2)17)#] ليست كلمة شفرة من كلمات (5)0. إذنء (م)م 
شفرة غير خطيّة. ١‏ 

الآنء ()5 غير خطية » ولذا لا يوجد لما بعد. كما أننا لا نعرف لد الآن عدد 
كلمات الشفرة (2)0 ولكننا سنحصل على هذا العدد كنتيجة لعملية التشفير. 


١ 7‏ نظرية التشفر والتعمية 


(8,4) تشفير شفرات بريبراتا الممتدة 


Encoding Extended Preparata Codes 
أن () دي" (×) م71 = (×)و مولد لشفرة 8011 التي نصوب‎ )١, ٤( رأينا في البند‎ 


خطأين حيث مصفوفة اختبار النوعية هى : 


"م 8° 
6 6 
8° 2م |= H‏ (4,1) 


2 ا 2--:27م 

وحيث 8 عنصر بدائي في الحقل (65)27. تذكر أيضا أن 2۲ = ((429)90. وبا 
أن ()9 كلمة شفرة غير صفرية وزنها أصغري فنرى عدم وجود تركيب خطي من 
أول 27 من صفوف المصفوفة )۹,١(‏ بحيث يساوي صفرا. في الحقيقة» با أن (»)و 
تولد شفرة دورية فإن أي مصفوفة جزئية مكوّنة من 27 من الصفوف المتتالية من 
المصفوفة 8 تكون صفوفها مُستقلة خطيا ومن ثم يوجد لہا معكوس. لنفرض أن 4 هي 
المصفوفة الجزئية من 1 المكونة من الصفوف 27 الأخيرة (السفلى) ولنفرض أن '11 هي 
المصفوفة الجزئية من 1 التي نحصل عليها بحذف الصفوف 27 الأخيرة. 
مثال )8,54,١(‏ 

ليكن × هو الحقل المنشأ باستخدام كثيرة الحدود × + × + 1. عندئذء يكون : 


3 

001 011 010 110 0 

2 2 101 001 010 111 
8 |001 101,110 1011م 
5م 866] |111 011 |100 110 ۰ 
دم 5م| ا010 111 110 101 

4ى وم "011 101 001 111 


شفرات ريد ومولر وشفرات بريبراتا 1۳ 


وإدا استخدمنا ”يد + ۶× + 1 أو نشاء K5‏ (انظر المثال ))82,١,١2(‏ درق أن : 


01000 00011 00010 00111 
00001 10101 10001 00011 
“6م 86[ |00101 11110 00011 10011 
8° 872| |10001 01111 0 11011 
|00111 10011| _ نر |10101 01101 بن 4„ 
١ 10101 11001| 11101 11011‏ 
01100 11010 11111 00110 
ددم ۋ| |10101 01101 01110 11001 
10011 10010 00111 11000 
01101 01001 10100 10001 


لنفرض أن م" ,,"” = :7 أي كلمة ثنائية من الطول 2 - 27 - 2*1 حيث :71 كلمة 
ثنائية طولها 1 - ”2 و ج:” كلمة ثنائية طولہا 1 - 2 - ”2. عندئذ» بتمثيل ر" و م71 
باستخدام كثيرات الحدود نرى أن : 
[m, (8B), m,(83)] + m,H‏ 
mpH‏ ب ])83( [ma(f), mp‏ 
نعرف الآن : 
4-1 [(ةق) + (m,(8))’‏ + (83) رسد,(م)مه: + [m,(8)‏ = بن 
مبرهنة )8,5,7١(‏ 
لنفرض أن ” عدد فردي ولنفرض أن :7 أي كلمة ثنائية من الطول 2 - 27 - 2”*1. 
إذا كان [,م..] = (0ا)جز و [مم,ول,م:”] = (۷)× حيث ,م و مم إحداثي اختبار نوعية 
لكل من ر" و [ ما ,م] على التوالى فان ()طء[(7)11(,7/)07]. 
البرهات ۰ 
موس + [ma, up]H = [ma]H’'‏ 
[m,(B),ma(83)] + [m,(8) + m,(8),m, (83) + (m,(8)) + m,(8°)]‏ = 
[m,(8),m,(8°) + (m,(8)) 1.‏ = 
ولکن [ ا ں2 , ا پےر2] = 1[ ما ,م٣٣]۔‏ وبالمثل» نرى أن ا رےے< = (71)8 وأن : 


m, (8°) + (m,(68)) = 2 £ 0 3 


لاعلا لاعلا 


14 نظرية التشفير والتعمية 
وبهذا يتحقق الشرطان (3) و (ننة) من التعريف (9,7,7). ومن الواضح أن الشرطين 
() و )1v(‏ محققان. إذن» (۲) |٤٨‏ (۷)×,(⁄)×]|. 0 
نتيجة (", 5 )١,‏ 
عدد كلمات الشفرة ()2 يساوي 27-2 *2. 
البرهان 
استنادا إلى المبرهتة (8,4,7): يوجد علد 22-27-2 ا للكلمة 2 وكل 
منها يؤدي إلى كلمة شفرة مختلفة. بقية إحداثيات كلمة الشفرة التي تحتوي 72 تتحدد 
اا بالشروط (3) » (1) » (فذة) من التعريف (5,7,5). 91 
خوارزمية )٩, ٤, ٤(‏ [ تشفير ()2 ] 
لتكن ٣‏ و ۾ كلمتين من الطول 27 و 1- 27-٣‏ على التوالى. ولتكن هنا 
معرفة كما في المبرهنة (؟ ٤,‏ ,۹). عندئذء [م2 ,ون ر٣‏ ,ر.ر] كلمة شفرة تقابل الرسالة 
mM = |7711, mr]‏ 
مثال (5 ٤,‏ ,۹) 
لنفرض أن 3 = : » 0110010 = ,۴ ء 1 = پم عندئذ : 
"م = (6) م ,"1م = ”م + 84 + م = m,(8)‏ 
,m,(8°) = GB? + 6 + 815 = 2‏ "قر = m,(8*)‏ 


-م[0م + 8° + 2م + 82 ,8° + 8°[ = up‏ 
1111 = 000,001[4-1] = 


حيث 4 هى المصفوفة المقدمة في المثال .)١, ٤, ١(‏ إذن؛ اسا ]1, 0110010[ = m‏ 
إلى كلمة الشهرة [0110010,1,1,111001,1[ = [مم hp, UR,‏ رورمءريام] = ع. وباستخدام 
ترمیز البند ١(‏ ,۹) تكون |(/):ز,(2)1| = ء حيث 01100101 = (7)]7 و 11110011 = (۷). 


هذه هى كلمة الشفرة من (53 المبينة في المثال A .)١,۳, ٤(‏ 


شفرات ريد ومولر وشفرات بریراتا 10۵ ۳ 
تمارين 
(84,5,5) إذا كان × هو الحقل المنشأ باستخدام × + × + 1 وكانت 4 هي المصفوفة 
المبينة في المثال ١(‏ ,5 , 4) فاستخدم (3) لتشغير كل من الرسائل التالية : 
m, = 1010100 )(‏ و 21 بتت. 
(ب) 1010100 د يس و 0= mp‏ 
(ج) 1111111 ديس و 1= ım‏ 
(د) m,=1111111‏ و 0= Mp‏ 
(هم) 0000000 = Mm,‏ و 1- mp‏ 
(,4,5) إذا كان 55 هو الحقل المنشأ باستخدام 5+ + 2 + 1 وكانت 4 هي المصفوفة 
ال في المثال )١, ٤, ١(‏ فاستخدم (2)5 لتشفير كل من الرسائل التالية : 


mp, = 000001000100۰۰00 و‎ mm, = 10100-00 )( 


(ب) 10100۰00 = يم و 00-۰0 = mp‏ 
(ج) 0:--10100 = m,‏ و 11110۰۰۰0 = Mp‏ 
(د) ۰0--00 = mp - 0 7 my,‏ 


.)8, ٤,۷( جد طول كل من (أ) .: و (ب) م۸ المعطاة في التمرين‎ )۹, ٤,۸( 


(۹,۵) فك تشفغير شفرات بريبرانا الممتدة 

Decoding Extended Preparata Codes 
وبهذا نحتاج إلى‎ :»))9,7,١8( وحدنا أن مسافة الشفرة (7)7 تساوي 6 (مبرهنة‎ 
خوارزمية تُصوّب خطأين على الأكثر. لنفرض أن س هي الكلمة المستقبلة ولنفرض أن‎ 
حيث كل من ,س و وس كلمة من الطول 2-31 وان كاذ ميق‎ w = ], PWR, لو‎ 
نذا ,(86) رننا]‎ )863([ = w1 إحداتي اختبار التوعية. عندئل» نقوم سات‎ DR SP, 


.lwrp(f),wp(B°)] = waH ۾‎ 


١‏ نظرية التشفير والتعمية 

ندرس الحالات التالية اعتمادا على أماكن وقوع الأخطاء : 

)١(‏ إذا اقتصر وقوع الأخطاء على إحداثيي اختبار النوعية فنرى استنادا إلى 
الشرطين (3) و (ننة) من التعريف (؟,8,7) أن : 

() جا = (تر) ىننا 
(83) وس = “((8) رس) + (83) .w,‏ 

(۲) إذا كانت ,س خالية من الأخطاء ووجد خطأ واحد في الموقع ا¡ من مس 

وعلى الأكثر خطأ واحد في إحداثيي اختبار النوعية فنرى أن : 
“6 + (8) جما = w,(8)‏ 
3م + (83) برس = “((8) رسس) + (83) ربا 

(w,(8) + “((8)وس‎ = w,(8°) + (w,(8)) إذنء (3قم)وس+‎ 

(استنادا إلى الشرطين (نة) و (لنة) من التعريف (8,7,7)). إذا محققت المساواة 
الأخيرة فنكتب (86)ج1+ (8),س = 8 ونقوم بتغيير الإحداثي ¡ من ۾« وعلى الأكثر 
إحداثي اختبار نوعية واحد. 

(۳) إذا كانت مس خالية من الأخطاء ووجد خطأ واحد في الموقع ا¡ من ,لا 
وعلى الأكثر خطأ واحد في مرتبتي اختبار النوعية فنرى اعتمادا على الفقرة () من 
التمهيدية (/,3,7) أن بإمكاننا تكرار الخطوة (۲) لنجد : 

(63) رس + wr(8))‏ + (#م)جس) = *((8)رس+ .(wa(8)‏ 

وفي هذه الحالة نضع (0)8 + (8)مس = '8 ونقوم بتغيير الإحداثي ¡ من ,س 
وعلى الأكثر إحداثي اختبار نوعية واحد. 

: إذا وقع خطآن في ولا في الموقعين : و ارفنجد باستخدام التعريف (8,7",7) أن‎ )٤( 

B'‏ + أ + (8) جما = (3) رننا 
B* + 87‏ + (3ق) وس = “(() رس) + (83) رن 


شفرات ريد ومولر وشفرات بريبراتا نس 


وبهذا نستطيع معرفة 81 + أ8 و /83 + *8. أما 1¡ و زر فنستطيع ايجادهما الآن 
بالاسلوب المستخدم في الشفرة 8011 التي تصوب أنماط أخطاء من النوع 2 (انظر البند 
(8:85)). 
(5) إذا وقع خطان في .س فمن الممكن استخدام التمهيدية (4,7,/8) (1) (كما 
في الحالة (۳)) ونقاش الخطوة )٤(‏ لإيجاد مواقع الخطأين. 
(1) إذا وقع خطأ في ,س وخطأ في مس في الموقعين ¡ و / على التوالى فنجد 
استنادا إلى التعريف 8,,9) أن : 
لمر + (86)جس = أ + w,(8)‏ 
لثم + )8° wa(‏ = ?)6 + () س0 + 31م + (3ق) نا 
وغل هاتين المعادلتين لإيجاد 014 و لمر ڪل من المعادلة الأول : 
)وما + 1 + (8) .نر = 6 
وبالتعويض ف المعادلة الثانية نرى أن : 
(w,(8) + 8)‏ + 36م + w,(8?)‏ 
wa(8*) + (w,(8) + 8")? + (w,(8B) + B')*wa(B)‏ = 
)ملا + (w,(8) + B8 )wpa(B)*‏ + 
B'(wa(8)) + (wa(8))’‏ + (ه) ربل 2م + *8 
w,(8*) + wş(8°) + wر(8B)*wa(B) + w,(B)wa(B)°‏ = 
وبهذا نرى أن : 
)من + ?)8( (w,(8?) ۳ wr(8*)) 7 (w, (8) ۳ wr(8)) +w,‏ - )60س 7 0 
۸= 
إذن : 
wa(8) + 5‏ = 6 
A3‏ + (8) ندا = 8„ 


عب نظرية الْتَشْف وال 3 


وبهذا نرى أن بالإمكان ايجاد جميع مواقع الأخطاء. تسهل علينا شروط اختبار 
النوعية على كل من نصفي » في اختيار الحالة التي تطبق على س. وبهذا نحصل على 
خوارزمية فك التشفير التالية حيث خطواتها تقابل الحالات التى درسناها في هذا البند. 
خوارزمية )5,5,١(‏ [ فك تشفير (7)م] 

لتكن [م2 ,ملا ,رم ,ر"] = س كلمة مستقيلة. 

(*) احسب (8)" يرا » (83) لا يرا + (ق)اءلا = .Ra = Wa(f °) ¢ Rı‏ 

)١(‏ إذا كان 0 = ,۴ + ربا و 0 = ۴ + ]1 + وا فتقع الأخطاء فقط في إحداثيى 
اختبار النوعية. 

(۲) إذا كان 0 = و8 + إنا + وا + 807 + ا) فضع +R‏ را = أ8. صوب 
الموقع ¡ من مس وإحداثي اختبار نوعية واحدة على الأكثر. اطلب إعادة ارسال إذا 
احتجت إلى تغيير إحداثيي اختبار النوعية. 

(۳) إذا كان 0 = Lş‏ + 3م + رم + R,)?‏ + 1) فضع +R‏ ,1 = أ8. صواب 
الموقع ¡ من .س وإحداثي اختبار نوعية واحد على الأكثر. اطلب إعادة ارسال إذا 
احتجت إلى تغيير إحداثيي اختبار النوعية. 

(:) إذا كانت نوعية كل من نصفي ” زوجية ووجد ؛ و أربحيث يكون: 


Lş + LÎ + وى‎ + (L, + 07م‎ 


(L, + Rx +‏ + قير 
(Lı + R;) E‏ 


= (x + )(م‎ + 8’) 


فصوب الموقعين 1و رمن .W,‏ 
(0) إذا كانت نوعية كل من نصفى س زوجية ووجد ا و ربحيث يكون: 


Ry + RÎ + L, + (L, +R) 


x* + (L, + Ry )x + 
(Lı + R;) E 


= (e + B(x + 8°) 


شفرات ريد ومولر وشفرات بريبراتا ۳4۹ 


(1) إذا كانت نوعية كل من د تصق س فردية فضع : 
رك + Lg‏ + 2(3ظ8 + G' = R, + (Ê + RÎ + (Lı‏ 


F(R + 83 + RIF FL + 3‏ = نم 


صوب الموقع 1 من ,ناا والموقع زر من عثانا. 
(۷) إذا لم تحصل على كلمة شفرة هي الأقرب فاستنتج وقوع على الأقل ثلاثة 


الخطاء أكناء الإرسال واطلب إعادة ارال 
مثال (7,ه,8) 


فك تشفير كل من الكلمات المستقبلة التالية إذا علمت أنها شفرت باستخدام 


الشفرة (503» علما بأئه قد تم إنشاء الحقل (67)23 باستخدام × + × + 1. 


الخحل 


(1) 11100111 10010011. 
(ب) 10001001 10100100. 


(ج) 1 10001000. 


فك تشغير (1) : 

[RyRy] = waH = [101,110] و‎ [L,,L3] = w,H = ]111,110[ (°) 

L1 +R, =111+101= 8 0ع‎ )١( 

(؟) 0ع 0م = 3م + 15م + 3م + G@3‏ = رم + 3] + .(L, + R,)F + L;‏ 

(۳) 0 + 6م = 3م + 18م + 83 + 3م = RÎ + L,‏ + وى + .(L, + R,)F‏ 
Bx + 8° = (x + 8*)(x + 84( (6)‏ 4 قير IEEE‏ 4 يروب قب 
فك تشفير س إلى 11001111 10010011. 

فك تشفير (ب): 

.[Rı,. RF] = و ]111,011[ = طم‎ [L,, L3] = w,H = ]010,011[ (؟)‎ 


+R, = 010 + 111 = 76 +0 )١(‏ هنا 


E 


ضع *8 = ,۸ + رطا = '8. ولذا 4 = 1. ولكن تغيير الموقع 4 من .ا يتطلب تغيير إحداثيي 
اختبار النوعية. وبهذا نطلب اعادة ارسال لأننا نستطيع إيجاد كلمة شفرة تبعد مسافة 3 


(0) 0ع 6م = 4م + 3م + 4 + 618 = ور + 3] + .(L, + RF + L;‏ 
(9) 0ع 62 = 4م + 15م + 74 + 618 = وز + RF‏ + و8 + .(L, + R,)?‏ 
)٤(‏ و (0) نوعية كل من نصفي ١‏ فردية. 
5 3(275وعه a EFL‏ 
5 + 5م = 
2 + 5م = 
4 + 65 = 
710 = 
إذنء 0 = ا ونضع مباشرة : 
2 = 84 + 8 = /. 
إذنء 2 = زر ويكون فك تشفير س هو 10101001 00100100. 
فك تشفير (ج): 
[L,, L3] = w,H = ]111,011[ (°)‏ و ]100,000[ = waH‏ = [وظريس]. 
)١(‏ 0ع 64 = 100 + 11= lL, +R,‏ 
(؟) 0ع 83 = ن + 15م + 4م + 12م = و8 + «(Lı + R,)F + L; + 1L‏ 


(L, +R, +R; + RÎ + 2م = 4م + 90م +0 + 8312 = بز‎ =0 )9( 


عن الكلمة .W‏ 


تمارين 
(9,8,9) فك تشفير كل من الكلمات المستقبلة التالية التي تم تشفيرها باستخدام (3)م 


علما بأنه استخدمت 3× + × + 1 لانشاء (68)23. 


)أ( 11101000 , 10000001 (ب) 01000010 ,00011010 


(ج) 10100100 ,00100101 (د) 01010110,00011110 


شفرات ريد ومولر وشفرات برييراتا v١‏ 


(ه) 10001001 , 11101000 (و) 10011001,01010101 
(j)‏ 01000111,11001000 (ح) 11010000 , 10101101 
(ط) 01010101, 11101110 (ي) 10111011,01101010 
(ك) 01011101,11101101 (ل) 10100100 ,10011100 
(م) 01101101,10011000 (ن» 10111011, 10101010 


(س) 1 , 10100101 
(8,625) فك تشغير كل من الكلمات المستقيلة التاليه التى 3 تشميرها باستخدام P(5)‏ 
عنما بأَنْه استخدمت ×+ ×+ 1 لإنشاء الحقل (68)25 (انظر التمرين 
.))۵,١,۱۵(‏ 


)أ( ,10 10000 00000 00000 10000 11000 11000 
00 00100 00011 00000 00000 11000 00011 


ب O0,‏ 00000100 00000 0010100 10000 000000 10100 
00 10111 01010 001100 00000 10001 0انانانان 


(9,8,5) لنفرض أن « هي كلمة مستقبلة بحيث إن نوعية نصفها الأيسر فردية ونوعية 
نصفها الأيمن زوجية. هل من الممكن استخدام الخطوة (۲) من الخوارزمية 
)١, ۳, ١(‏ لهك تشفير س إلى كلمة شفرة تبعد مسافة 2 عن س ؟ 


